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0.1 Johdanto
Topologiset monistot ovat mielenkiintoisia, koska ne ovat määritelmänsä no-
jalla lokaalisti euklidisia. Vielä mielenkiintoisemmiksi ne muuttuvat, kun nii-
hin määritellään diﬀerentioituva struktuuri, jolloin niitä kutsutaan sileiksi
monistoiksi. Tämä mahdollistaa derivaatan käsitteen yleistämisen tavallis-
ten euklidisten avaruuksien ulkopuolelle. Lisäksi sileille monistoille voidaan
määritellä tangenttikimppu, joka myös osoittautuu sileäksi monistoksi. Tan-
genttikimpussa jokaista moniston pistettä vastaa euklidisen avaruuden ko-
pio, jonka ulotteisuus on sama kuin itse monistolla. Tätä kutsutaan pisteen
tangenttiavaruudeksi.
Monistojen tangenttikimpuilla on myös tärkeä asema tutkittaessa monis-
tojen samankaltaisuuksia, sillä jokainen monistojen välinen sileä kuvaus,
joka on yleistys derivoituvasta kuvauksesta, määrittelee kuvauksen monisto-
jen tangenttikimppujen välillä. Tätä kuvausta kutsutaan tangenttikuvauk-
seksi ja se tulee olemaan lineaarikuvaus, mikäli se rajoitetaan yhden pisteen
päällä olevaan tangenttiavaruuteen. Tangenttikuvausten avulla on helpom-
pi tutkia saman ulotteisten monistojen samankaltaisuuksia. Kaksi saman-
ulotteista monistoa ovat nimittäin diﬀeomorﬁsia, jos niiden välisen sileän
bijektion indusoima tangenttikuvaus on lineaarinen isomorﬁsmi tangentti-
avaruuksien välillä.
Tangenttikimpun lisäksi tärkeitä sileään monistoon liittyviä käsitteitä ovat
sen alimonistot. Alimonisto on sellainen isomman moniston aliavaruus, joka
on itsekin monisto. Eräs tärkeä tulos, joka tässä työssä osoitetaan, kertoo
alimonistojen aina olevan niin sanottujen sileiden upotusten kuvia.
Jotta päästäisiin käsiksi yllä mainittuihin olentoihin, pitää ensiksi käydä läpi
muutama analyysin tulos. Nämä ovat Käänteiskuvauslause, Implisiittifunk-
tiolause ja Astelause. Nämä tärkeät lauseet käsittelevät diﬀerentioituvien ku-
vauksien kääntyvyyttä eri tilanteissa. Näistä tunnetuin eli Käänteiskuvaus-
lause esitellään muun muassa Helsingin yliopiston Matematiikan ja tilasto-
tieteen laitoksen Vektorianalyysi-kurssilla. Sen todistus kuitenkin sivute-
taan.
Pro gradu tutkielman varsinaisena tavoitteena on johtaa Hassler Whitneyn
vuonna 1936 alkujaan todistama hänen nimeään kantava Whitneyn upo-
tuslause, jonka mukaan jokainen sileä monisto on diﬀeomorﬁnen euklidisen
avaruuden jonkin alimoniston kanssa.
Työn ensimmäisessä luvussa muotoillaan ja todistetaan kolme yllä esitettyä
analyysin tulosta. Toisessa luvussa tutustutaan sileisiin monistoihin. Kukin
kappale tässä luvussa käsittelee jotain niistä aiheista, jotka yllä mainittiin.
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Toisen luvun viimeisessä kappaleessa tutustutaan topologisten monistojen
parakompaktisuuteen.
Kolmannen ja neljännen luvun pääaiheena on Whitneyn upotuslause eri-
laisine muotoineen. Näissä luvuissa rakennetaan joukko työkaluja, joilla pää-
tulos todistetaan. Näistä mainittakoon topologisina ominaisuuksina ykkösen
ositukset ja töyssyfunktio. Analyysin puolelta voidaan nostaa esille nollamit-
taisuuden käsite, jonka avulla saadaan hyödyllistä tietoa sileiden funktioiden
kuvista.
Tämän työn tärkeimpinä lähteinä on käytetty kirjallisuusluettelossa mainit-
tuja teoksia. Lähdeteoksia on käytetty luvuittain pääsääntöisesti seuraavasti.
1. Luku: [3] ja [2]
2. Luku: [1] ja [2]
3. Luku: [1] ja [2]
4. Luku: [2]
Muihin lähteisiin viitataan niitä käytettäessä.
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Merkitään kaikkien lineaarikuvausten f : Rn → Rm joukkoa symbolilla
L(Rn,Rm). Se on reaalikertoiminen vektoriavaruus, mikäli vektorisumma
ja skalaarilla kertominen määritellään pisteittäin. Tämän vektoriavaruuden
nollavektori on kuvaus 0 : Rn → Rm, 0(x) = 0. On helppo osoittaa, että
kuvaus
|| · || : L(Rn,Rm)→ R, ||L|| = sup{|Lh| ∈ R : h ∈ Sn−1} (1.1)
määrittelee joukolle L(Rn,Rm) normin, missä Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1} eli
Rn:n yksikköpallo.
Lemma 1.2. Jokaiselle L ∈ L(Rn,Rm) pätee
||L|| = min{M ∈ R : |Lx| ≤M |x| ∀x ∈ Rn}.
Todistus Olkoon L ∈ L(Rn,Rm). Merkitään
A = {M ∈ R : |Lx| ≤M |x| ∀x ∈ Rn}
ja
A∗ = {M ∈ R : |Lx| ≤M |x| ∀x ∈ Sn−1}.
Tällöin pätee, että A ⊂ A∗. Osoitetaan ensiksi, ettei A∗ ole tyhjä. Joukko
Sn−1 on kompakti ja kuvaus L lineaarikuvauksena jatkuva. Silloin L(Sn−1)
on myös kompakti. Euklidisen normin | · | rajoittuma joukkoon L(Sn−1) on
jatkuva, jolloin Weierstrassin lauseen nojalla on olemassa on kuvajoukon
|L(Sn−1)| maksimi, jota merkitään symbolilla ||L||∗. Lisäksi pätee, että
||L||∗ = minA∗ ja |Lx| ≤ ||L||∗ = ||L||∗|x| ∀x ∈ Sn−1.
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Joukon A epätyhjyys osoitetaan seuraavasti. Olkoon x ∈ Rn, x0 vektorin x
suuntainen yksikkövektori. Tällöin
|Lx| = |x||Lx0| ≤ |x|||L||∗,
joka osoittaa, ettei A ole tyhjä. Lisäksi ||L||∗ = minA, sillä se kuuluu
joukkoon A ja mikään sitä pienempi luku ei voi olla joukon A∗ minimi.
Seuraavaksi osoitetaan ||L||∗ = ||L||. Jos h ∈ Sn−1, niin
|Lh| ≤ ||L||∗|h| = ||L||∗ eli ||L|| ≤ ||L||∗.
Olkoon L ∈ L(Rn,Rm) sellainen, että ||L||∗ > ||L|| ja x ∈ Rn, x 6= 0.
Osoitetaan, että tästä seuraa ristiriita luvun ||L||∗ minimaalisuuden kanssa.
Merkitään  = 12(||L||∗ − ||L||) > 0, jolloin
||L||∗ −  > ||L|| ja |x|(||L||∗ − ) > |x| · ||L||
näin ollen |x|(||L||∗ − ) > |x| · |Lx0| ja lopuksi |x|(||L||∗ − ) > |Lx|.

Vektoriavaruuteen L(Rn,Rm) voidaan määritellä topologia myös toisella taval-
la. Kiinnitetään vektoriavaruuksien Rn ja Rm kannat. Tällöin
L(Rn,Rm) = {A : A on n×m−matriisi}.
Määritellään bijektio
L(Rn,Rm)→ Rnm, ϕ(A) = (a11, · · · , an1, a21, · · · , anm),
kun matriisi A esitetään muodossa
A =
 a11 . . . an1... . . . ...
a1m . . . anm
 .
Annetaan joukolle L(Rn,Rm) topologia ϕ:n indusoimana. Merkitään tätä
topologiaa τϕ:llä ja L(Rn,Rm) normin || · || antamaa topologiaa τ :lla.
Lemma 1.3. (L(Rn,Rm), τ) = (L(Rn,Rm), τϕ)
Todistus Määritellään avaruuteen L(Rn,Rm) vielä toinen normi |·|2 kaaval-
la |A|2 = |ϕ(A)|, jossa A ∈ L(Rn,Rm) ja |ϕ(A)| on ϕ(A):n euklidinen nor-
mi. Tämän osoittaminen normiksi on helppoa ϕ:n lineaarisuuden nojalla.
Tavoitteena on osoittaa, että | · |2:n määräämä topologia on τϕ ja että | · |2
on ekvivalentti || · ||:n kanssa.
Olkoon A,B ∈ L(Rn,Rm). Kaavan
|A−B|2 = |ϕ(A−B)| = |ϕ(A)− ϕ(B)|
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nojalla ϕ : (L(Rn,Rm), | · |2) → Rnm on bijektiivinen isometria. Siis se on
homeomorﬁsmi.
Indusoinnin määritelmän johdosta ϕ on τϕ-jatkuva ja avoin kuvaus, jolloin
se on myös τϕ-homeomorﬁsmi. Tällöin
id = ϕ−1 ◦ ϕ : (L(Rn,Rm), | · |2)→ (L(Rn,Rm), τ2)
on homeomorﬁsmi. Siis normin | · |2 määräämä topologia on τϕ.





















Siis ||A|| ≤ |A|2.
Tähdellä merkitty epäyhtälö voidaan perustella lisäämällä vasemmanpuoleiseen


























Määritelmä 1.4. Olkoon G ⊂ Rn avoin ja x ∈ G. Kuvaus f : G→ Rm on
diﬀerentioituva (sileä) pisteessä x, mikäli on olemassa sellainen lineaariku-
vaus A(x) ∈ L(Rn,Rm) että,
f(x+ h) = f(x) +A(x)h+ |h|(x, h),
missä (x, h) −→ 0, kun h −→ 0. Lineaarikuvausta A(x) kutsutaan f :n
diﬀerentiaaliksi pisteessä x ja merkitään A(x) = f ′(x) = Df(x).
Kuvauksen f diﬀerentiaali pisteessä x voidaan avaruuksien Rn ja Rm stan-



















jossa ∂∂i on i. osittaisderivaatta ja fj on kuvauksen f j. koordinaattikuvaus.
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Määritelmä 1.5. Kuvaus f : G → Rm on jatkuvasti diﬀerentioituva pis-
teessä x0, mikäli on olemassa sellainen pisteen x0 ympäristö U ⊂ G, että
1. kuvaus f on diﬀerentioituva jokaisessa U :n pisteessä.
2. f ′ : U → L(Rn,Rm) on jatkuva pisteessä x0.
Jos f on jatkuvasti diﬀerentioituva jokaisessa G:n pisteessä, niin tällöin
merkitään f ∈ C1(U).
Kirjan [4] sivuilla 219-220 on osoitettu, että f ∈ C1(G) on yhtäpitävää sen
kanssa, että osittaisderivaattafunktiot ∂∂i fj ovat jatkuvia joukossa G kaikilla
i ∈ {1, . . . , n} ja j ∈ {1, . . . ,m}. Olkoon k ∈ N. Sanotaan, että f on k ker-
taa jatkuvasti diﬀerentioituva G:ssä, mikäli kaikki sen mahdolliset osittais-
derivaattakombinaatiot lukuun k asti ovat jatkuvia G:ssä. Tässä tapauksessa
merkitään f ∈ Ck(G). Merkinnällä C0(G) tarkoitetaan jatkuvia kuvauksia
joukolta G euklidiseen avaruuteen.
Edellä olevan määritelmän funktioita kutsutaan lyhesti Ck-funktioiksi, mikäli
lähtöjoukko on asiayhteydestä selvä. Jos f on Ck(G)-funktio jokaisella k ∈ N,
merkitään f ∈ C∞(G).
Seuraavaksi muotoillaan ja osoitetaan Käänteiskuvauslause. Jotta päästään
kiinni varsinaisen lauseen todistukseen, joudutaan ensiksi käsittelemään kak-
si aputulosta.
Joukko GL(n,R) on kaikkien joukon L(Rn,Rn) bijektioiden joukko. Lineaa-
rialgebrasta muistetaan, että GL(n,R) = {L ∈ L(Rn,Rn) : detL 6= 0}.
Lemma 1.6. 1. Jos A ∈ GL(n,R) ja B ∈ L(Rn,Rn) ovat sellaisia, että
||B −A|| · ||A−1|| < 1,
niin silloin B ∈ GL(n,R).
2. Joukko GL(n,R) on avoin vektoriavaruudessa L(Rn,Rn) ja kuvaus
A 7→ A−1 on jatkuva GL(n,R):ssa.
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Todistus
1. Olkoon x ∈ Rn. Lemman 1.2 nojalla
|Ax| ≤ ||A|| · |x| ja |BAx| ≤ ||B|| · |Ax| ≤ ||B|| · ||A|| · |x|.
Niinpä pätee ||BA|| ≤ ||B|| · ||A||.
Osoitetaan BA−1 ∈ GL(n,R), josta väite 1 seuraa. Tehdään vastao-
letus BA−1 /∈ GL(n,R). Lineaarialgebrasta on tuttua, että yhtälöllä
BA−1x = 0 on tällöin jokin muukin ratkaisu, kuin x = 0. Olkoon x 6= 0
tämän yhtälön ratkaisu. Tällöin saadaan ristiriita, sillä
|x| = |BA−1x−AA−1x| = |(B−A)A−1x| ≤ ||B−A|| · ||A−1|| · |x| < |x|.
2. Determinanttikuvaus det : L(Rn,Rm) → R on Lemman 1.3 nojal-
la jatkuva, sillä se koostuu reaalilukujen summista, kertolaskuista ja
vastalukujen ottamisesta, jotka ovat kaikki R:ssä jatkuvia. Tällöin
GL(n,R) = det−1(R\{0}), joka on avoimen joukon alkukuvana avoin.






missäAij onA:n alimatriisi. Koska jokainenA
−1:n koordinaatti voidaan
kirjoittaa projektion, determinantin ja tulon avulla, niin kuvaus
A 7→ A−1 on jatkuva.

Lemma 1.7. (Väliarvolause) Olkoon G ⊂ Rn ja J ⊂ G jana, jonka
päätepisteet ovat a ja b. Olkoon f : G→ Rm diﬀerentioituva kuvaus jokaises-
sa J :n pisteessä. Tällöin jokaista v ∈ Rm kohti on olemassa sellainen xv ∈ J ,
että
v · (f(b)− f(a)) = v · f ′(xv)(b− a).
Erityisesti, jos ||f ′(x)|| ≤M jokaisella x ∈ J , niin
|f(b)− f(a)| ≤M |b− a|.
Todistus Tekemällä sopiva kierto ja siirto, voidaan olettaa, että J on jana
reaaliakselilla. Parametrisoidaan jana J poluksi
γ : [0, 1]→ Rn, γ(t) = a+ (b− a)t.
Merkitään kuvauksella gv : Rn → R, gv(x) = v · x normaalia pistetuloa.
Väliarvolauseen nojalla on olemassa sellainen luku ξ ∈ ]0, 1[, että
v · (f(a)− f(b)) = v · (f(γ(0))− f(γ(1)))
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= (gv ◦ f ◦ γ)(0)− (gv ◦ f ◦ γ)(1) = (gv ◦ f ◦ γ)′(ξ).
Kuvaus (gv ◦ f ◦ γ)′ on hyvin määritelty, sillä gv(x) on vektoreiden v ja x
vastinkoordinaattien tulojen summa. Derivaatan ketjusäännön nojalla voidaan
kirjoittaa
(gv ◦ f ◦ γ)′(ξ) = D(gv ◦ f)(γ(ξ))γ′(ξ) = Dgv(f(γ(ξ))Df(γ(ξ))γ′(ξ)
= vTDf((γ(ξ))(b− a) = v ·Df((γ(ξ))(b− a).
Valitaan lopuksi xv = γ(ξ).
Oletetaan, että jokaisella x ∈ J pätee ||Df(x)|| ≤M <∞. Valitaan
v = f(a)− f(b), jolloin pistetulon ominaisuuden a · b = |a||b| cos(^(a, b)) ja
Lemman 1.2 nojalla
|v|2 = |v · v| = |v · (f(a)− f(b))| = |v · f ′(xv)(b− a)| ≤ |v| · ||f ′((xv)|| · |a− b|
≤ |v|M |a− b| jolloin on voimassa |f(a)− f(b)| ≤M |a− b|.

Lause 1.8. (Käänteiskuvauslause) Olkoon G ⊂ Rn avoin, f : G → Rn,
f ∈ C1(G) kuvaus. Oletetaan, että joukossa G on piste a , jolle pätee
det f ′(a) 6= 0.
Silloin on olemassa a:n ja f(a):n ympäristöt U ja V ja kuvauksen
f |U : U → V käänteiskuvaus g : V → U . Lisäksi g kuuluu joukkoon C1(V )
ja jokaisella x ∈ U pätee g′(f(x)) = f ′(x)−1.
Todistus
1. injektiivisyys: Merkitään L = f ′(a). Koska detL 6= 0, niin L on kään-
tyvä. Olkoon δ > 0 sellainen, että 2δ||L−1|| = 1. Koska diﬀerentiaali
f ′ on jatkuva pisteessä a, niin on olemassa U := B(a, r) jolle pätee
||f ′(x) − L|| < δ jokaisella x ∈ U . Määritellään jokaiselle y ∈ Rn ku-
vaus φ = φy
φ(x) = x+ L−1(y − f(x)), x ∈ G.
Koska matriisin L−1 nolla-avaruus on {0}, niin havaitaan yhtäpitävyys
φ(x) = x jos ja vain jos f(x) = y. Derivaatan ketjusäännön avulla
saadaan arvio
φ′(x) = Inn + L−1f ′(x) = L−1(L+ f ′(x))





Soveltamalla Väliarvolausetta pisteisiin x1, x2 ∈ U huomataan φ:n
olevan aito kontraktio




Kuvauksella φ on tällöin korkeintaan yksi kiintopiste U . Edellä olleen
yhtäpitävyyden nojalla f(x) = y korkeintaan yhdellä x ∈ U . Koska
valittu piste y oli mielivaltainen, niin kuvauksen f rajoittuma avoimeen
joukkoon U on injektio.
2. Joukko V =: f(U) on avoin: Olkoon V 3 y0 = f(x0) jollakin
x0 ∈ U . Valitaan d > 0 niin pieneksi, että B =: B(x0, d) ⊂ U . Olkoon
y ∈ B(y0, δd) ja tutkitaan edellisessä kohdassa määriteltyä kuvausta
φ = φy. Tällöin pätee
|φ(x0)− x0| = |L−1(y − y0)| ≤ ||L−1|| · |y − y0| ≤ d
2
.
Koska jokaiselle x ∈ B pätee





niin φ(x) ∈ B(x0, d). Tällöin φ(B) ⊂ B. Siis kuvaus φ|B : B → B
on hyvin määritelty ja aito kontraktio. Koska B on kompakti, niin
se on täydellinen. Banachin kiintopistelauseen nojalla kuvauksella φ
on tasan yksi kiintopiste joukossa B. Olkoon x ∈ B φ:n kiintopiste.
Tällöin f(x) = y ja y:n mielivaltaisuuden johdosta
B(y0, δd) ⊂ f(B) ⊂ f(U) = V.
3. (f−1)′ = (f ′)−1: Olkoot y ∈ V ja k ∈ Rn sellaisia, että y + k ∈ V .
Merkitään x = f−1(y) ja h = f−1(y + k) − x. Koska f |U on bijektio,
niin x + h = f−1(y + k) ja f(x + h) = y + k. Olkoon φ kuten edellä
pistettä y vastaava kuvaus. Tällöin seuraavat havainnot ovat voimassa
φ(x+ h) = x+ h+ L−1(y − f(x+ h)) ja φ(x) = x+ L−1(y − f(x))
φ(x+ h)− φ(x) = h− L−1k
|h− L−1k| = |φ(x+ h)− φ(x)| ≤ 1
2





|h| ≤ |L−1k| jolloin |h| ≤ 2|L−1k| ≤ 2||L−1|| · |k| = |k|
δ
. (1.9)
Toisaalta kohdan 1 nojalla
||f ′(x)− L|| · ||L−1|| < 1
2
,
jolloin Lemman 1.6 nojalla f ′(x) ∈ GL(n,R). Erityisesti on olemassa
f ′(x):n käänteismatriisi T . Merkitään taas g = f−1 ja osoitetaan sen
olevan diﬀerentioituva V :ssä. Edellä olevien merkintöjen nojalla
g(y + k)− g(y)− Tk = h+ x− x− Tk = h− Tk = Tf ′(x)h− Tk
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= −T (k − f ′(x)h) = −T (f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h)
Edellisen yhtälön ja kaavan (1.9) nojalla




|f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h|
|h| .
Jolloin kuvauksen f diﬀerentioituvuuden nojalla pätee: Kun k −→ 0,
kaavasta (1.9) seuraa h −→ 0, jolloin edellisen epäyhtälön oikea puoli
lähestyy nollaa, näin myös vasen puoli lähestyy nollaa. On siis osoitettu
f−1:n olevan diﬀerentioituva V :ssä ja
g′(y) = T = f ′(x)−1 = f ′(g(y))−1.
4. Kuvauksen g diﬀerentioituvuudesta joukossa V seuraa g:n jatkuvuus
V :ssä. Oletuksen f ∈ C1(U) nojalla kuvaus f ′ : U → GL(n,R) on
olemassa ja jatkuva. Edellä todistetusta: jokaisella x ∈ U on olemassa
f ′(x)−1 seuraa, että kuvaus g′ : V → GL(n,R) on olemassa. Lemmassa
1.6 osoitettiin kuvauksen A 7→ A−1 olevan jatkuva GL(n,R):ssä. Näin
ollen g′(y) = f ′(g(y))−1 on jatkuvien kuvausten kompositiona jatkuva.
Eli g ∈ C1(V ).

Käänteiskuvauslauseesta seuraa, että kuvaus f |U on homeomorﬁsmi.
1.3 Implisiittifunktiolause
Tunnetusti Rm+n on homeomorﬁnen tuloavaruuden Rm × Rn kanssa. Näin
ollen jokainen t ∈ Rm+n voidaan kirjoittaa yhtäpitävästi muodossa
t = (t1 . . . tm+n) = (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = (x, y).
Seuraavan lauseen todistuksessa käytetään tätä merkintätapaa ilman erillistä
kommenttia.
Lause 1.10. (Implisiittifunktiolause). Olkoon G ⊂ Rm+n avoin,
f : G→ Rn ja (x0, y0) ∈ G. Oletetaan lisäksi:
1. f(x0, y0) = 0
2. f ∈ C1(G)
3. detu′(y0) 6= 0, missä u(y) = f(x0, y).
Tällöin on olemassa sellaiset x0:n ja y0:n ympäristot X ja Y , että jokaisella
x ∈ X on olemassa yksikäsitteinen vektori ϕ(x) ∈ Y , jolle f(x, ϕ(x)) = 0.
Lisäksi kuvaus ϕ : X → Y on jatkuvasti diﬀerentioituva X:ssä ja ϕ(x0) = y0.
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Todistus Määritellään apukuvaus g : G → Rm+n, g(x, y) = (x, f(x, y)).
Tällöin g(x0, y0) = (x0, 0). Listataan g:n koordinaattikuvaukset
g1(x, y) = x1, g2(x, y) = x2, . . . , gm(x, y) = xm
gm+1(x, y) = f1(x, y), gm+2(x, y) = f2(x, y), . . . , gm+n(x, y) = fn(x, y).
(1.11)
Koska f ∈ C1(G) ja x 7→ x on myös diﬀerentioituva, niin g′(x, y) on olemassa.
Tällöin det g′(x0, y0)
=
1 . . . 0 0 . . . 0
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= u′(y0) 6= 0
Edellä olleen Käänteiskuvauslauseen nojalla pisteillä (x0, y0) ja (x0, 0) on
olemassa sellaiset ympäristöt U ja B(m+n)(x0, r) =: V , että kuvaus
g|U : U → V on homeomorﬁsmi. Merkitään käänteiskuvausta (g|U )−1 =: g∗.
Koska gi(g
∗
i (x, y)) = xi jokaisella i ∈ {1, · · · ,m}, niin kaavan (1.11) nojalla
g∗i (x, y) = xi.
Merkitäään h := (g∗m+1, · · · , g∗m+n) : V → Rn. Tutkitaan kuvausta
ϕ : Bm(x0, r)→ Rn ϕ(x) = h(x, 0)
ja osoitetaan sen olevan väitteen toteuttava kuvaus. Kirjoittamalla auki
(x, ϕ(x)) = (x1, . . . , xm, h1(x, 0), . . . , hn(x, 0))




m+1(x, 0), . . . , g
∗
m+n(x, 0)) = g
∗(x, 0),
huomataan, että g(x, ϕ(x)) = g(g∗(x, 0)) = (x, 0). Palataan takaisin tutki-
maan kuvausta f . Edellä olevien identiteettien nojalla
(x, 0) = g(x, ϕ(x)) = (x, f(x, ϕ(x))) jolloin f(x, ϕ(x)) = 0.
Lisäksi huomataan, että
(x0, y0) = g
∗(x0, 0) = (x0, ϕ(x0)) mistä seuraa, että ϕ(x0) = y0.
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Oletuksen 1 nojalla f(x0, y0) = 0, jolloin kaavan (1.11) nojalla pätee
gm+i(x0, y0) = 0 jokaisella i ∈ {1, · · · , n}. Siis g∗m+i(x0, 0) = y0i .
Kuvaus f on jatkuvasti diﬀerentioituva, jolloin g on jatkuvasti diﬀerentioitu-
va. Käänteiskuvauslauseen nojalla myös g∗ on jatkuvasti diﬀerentioituva.
Niin ollen ϕ on jatkuvasti diﬀerentioituva, koska sen koordinaattikuvausten
g∗i osittaisderivaatat ovat jatkuvia.
Tulotopologian määritelmän nojalla voidaan valita pisteiden x0 ja y0 sel-
laiset ympäristöt X ′ ja Y , että X ′ × Y ⊂ U . Merkitään X = X ′ ∩ ϕ−1Y ,
joka on x0:n ympäristö, sillä ϕ on jatkuva ja ϕ(x0) = y0 ∈ Y . Näin ollen
pätee (x0, y0) ∈ X × Y ja ϕ(X) ⊂ Y .
Enää on jäljellä osoittaa vektorin ϕ(x) yksikäsitteisyys. Olkoon z ∈ Y sel-
lainen, että f(x, z) = 0 ja (x, z) ∈ U . Tällöin
g(x, z) = (x, f(x, z)) = (x, 0) = (x, f(x, ϕ(x)) = g(x, ϕ(x)).
Koska g|U on injektio, niin z = ϕ(x).

1.4 Astelause
Tässä kappaleessa tutustutaan Käänteiskuvauslauseen johdannaiseen, jossa
maali- ja lähtöavaruuden dimensiot eivät ole välttämättä samoja. Aloitetaan
määrittelemällä sileän kuvauksen aste. Oletetaan tämän kappaleen ajan,
että U ⊂ Rm avoin ja f : U → Rn on sileä.
Palautetaan mieleen, että matriisille A luku rankA on sen lineaarisesti riip-
pumattomien sarakkeiden määrä. Lineaarialgebrassa on osoitettu, että tämä
on sama kuin A:n lineaarisesti riippumattomien rivien määrä. Toisaalta tämä
on sama kuin sen vektoriavaruuden dimensio, jonka sarakevektorit virittävät.
Määritelmä 1.12. Sileän kuvauksen f : U → Rn aste pisteessä x ∈ U
on rankf ′(x). Jos kuvauksen aste jokaisessa pisteessä on k, niin sanotaan
kuvauksen f olevan vakioastetta k.
Jos k on sileän kuvauksen f : Rm → Rn aste pisteessä x, niin sille pätee
k ≤ min{m,n}. Tämä johtuu siitä, että f ′(x) on m× n- matriisi.
Olkoot U,G ⊂ Rn avoimia ja h : U → G sileä homeomorﬁsmi, jonka kään-
teiskuvaus on myös sileä. Tällöin paria (U, h) kutsutaan avaruuden Rn kar-
taksi.




Todistus Olkoot rank(B) = k, ja i(1), . . . , i(k) niiden matriisin B rivien
indeksit, jotka ovat lineaarisesti riippumattomia. Olkoot BAi(1), . . . , BAi(k)


























Koska matriisin A sarakkeet muodostavat avaruuden Rn kannan, niin vek-
torin
∑k
j=1mjBi(j) täytyy olla nollavektori. Näin ollen kertoimienm1, . . . ,mk
tulee olla nollia. Tämä osoittaa, että matriisin BA aste on vähintään k.
Jos rivien BAi(1), . . . , BAi(k) joukkoon lisätään mikä tahansa jäljellä olevista
riveistä, päädytään yhtälöä (1.14) vastaavaan yhtälöön. Tästä nähdään,
ettei triviaali nollan esitys ole ainoa mahdollinen, sillä matriisin B aste oli
k. Siis tulomatriisin BA aste on k.

Lemma 1.15. Olkoot f : Rn → Rm sileä ja a : Rn → Rn sileä bijektio,
jonka käänteiskuvaus on myös sileä. Tällöin jokaisella x ∈ Rn pätee
rank(f ◦ a)(x) = rank(f)(a(x)).
Todistus Olkoon x ∈ Rn. Kuvauksen asteen määritelmän nojalla pätee
rank(f ◦ a)(x) = rank((f ◦ a)′(x)) = rank(f ′(a(x))a′(x)),
jolloin edellisen lemman nojalla riittää osoittaa, että kuvauksen a derivaatta
on kääntyvä kaikkialla. Tämä seuraa siitä, että ykkösmatriisi voidaan kir-
joittaa seuraavassa muodossa
Inn = (a
−1 ◦ a)′(x) = Da−1(a(x))Da(x).

Lause 1.16. (Astelause) Olkoon U ⊂ Rm ja f : U → Rn vakioastetta k
oleva sileä kuvaus. Tällöin jokaiselle p ∈ U on avaruuksien Rm ja Rn kartat
(U0, ϕ) ja (W,φ) joille pätee: p ∈ U0, f(U0) ⊂W ja jokaisella x ∈ ϕ(U0)
(φ ◦ f ◦ ϕ−1)(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xm) = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0).
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Todistus Koska siirrot euklidisissa avaruuksissa ovat homeomorﬁsmeja, niin
voidaan olettaa, että p = 0 ja f(p) = 0. Oletuksen nojalla derivaattamatriisin
f ′(p) aste on k. Tällöin sen sisältä voidaan löytää kääntyvä k×k-alimatriisi.
Taas sopivien siirtojen avulla voidaan olettaa, että kyseessä on vasemmasta
yläkulmasta alkava k × k-matriisi.
Kirjoitetaan lähtöpuolen Rm pisteet muodossa
(x, y) = (x1, . . . , xk, y1, . . . , ym−k)
ja maalipuolen Rn pisteet muodossa
(v, w) = (v1, . . . , vk, w1, . . . , wn−k).
Kirjoitetaan f(x, y) = (Q(x, y), R(x, y)), jossa Q : U → Rk ja R : U → Rn−k
ovat sileitä. Tällöin matriisi [∂Qi∂xj ] on kääntyvä pisteessä (0, 0).
Määritellään kuvaus ϕ : U → Rm kaavalla ϕ(x, y) = (Q(x, y), y). Osoitetaan,
että kuvauksen ϕ derivaatta pisteessä (0, 0) on kääntyvä. Ensinnäkin pätee,
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joka on kääntyvä, sillä sen sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia.
Käänteiskuvauslauseen nojalla on olemassa pisteiden (0, 0) ja ϕ(0, 0) = (0, 0)
ympäristöt U0 ja V0, joille ϕ : U0 → V0 on sileä homeomorﬁsmi, jonka kään-
teiskuvaus on myös sileä. Kirjoitetaan käänteiskuvaus sileiden kuvausten
A : V0 → Rk jaB : V0 → Rm−k avulla muodossa ϕ−1(x, y) = (A(x, y), B(x, y)).
Tällöin
(x, y) = ϕ(A(x, y), B(x, y)) = (Q(A(x, y), B(x, y)), B(x, y)),
josta seuraa, että y = B(x, y). Näin ollen käänteiskuvaukselle pätee
ϕ−1(x, y) = (A(x, y), y). Lisäksi yllä olevasta yhtälöstä seuraa, että
x = Q(A(x, y), y). Tutkitaan seuraavaksi kuvausta f ◦ϕ−1 : V0 → Rn, jolloin
havaitaan
f◦ϕ−1(x, y) = f(A(x, y), y) = (Q(A(x, y), y), R(A(x, y), y)) = (x,R(A(x, y), y)).
Merkitään R(A(x, y), y)) = R∗ : V0 → Rm−k, joka on sileä. Tutkitaan seu-
raavaksi funktion f ◦ ϕ−1 derivaattaa pisteessä (x, y)















Koska kuvaukset ϕ ja ϕ−1 ovat sileitä bijektioita, niin käänteiskuvauksen ϕ−1
yhdistäminen funktioon f ei Lemman 1.15 nojalla muuta kuvauksen f ◦ϕ−1
astetta, siis rank(f ◦ ϕ−1)′(x, y) = k. Koska piste (x, y) oli mielivaltainen,
kuvaus f ◦ ϕ−1 on vakioastetta k joukossa V0.
Matriisin (f ◦ ϕ−1)′(x, y) k ensimmäistä saraketta ovat lineaarisesti riip-
pumattomia, sillä vasemmassa yläkulmassa on identtinen matriisi. Tällöin
jokaisen m− k jälkimmäisen sarakkeen täytyy olla lineaarisesti riippuvainen
k ensimmäisestä. Jos olisi olemassa sellaiset (x, y) ∈ V0, i ja j, että pätisi
∂R∗i
∂yj
(x, y) 6= 0, niin tällöin sarake k + j ei riipuisi k ensimmäisestä. Tämä
johtuu siitä, että saraketta k + j vastaavan vektorin k ensimmäistä koor-
dinaattia ovat nollia, mutta k ensimmäisessä sarakevektorissa on ykkönen
tasan yhdessä muista eroavassa kohdassa. Siis
∂R∗i
∂yj
(x, y) = 0, joka tarkoit-
taa, ettei R∗(x, y) riipu lainkaan vektorista y. Määritellään R∗(x, 0) = S(x),
jolloin f ◦ ϕ−1(x, y) = (x, S(x)).
Olkoon W = {(v, w) ∈ Rn : (v, 0) ∈ V0}. Osoitetaan W avoimeksi. Jos
(v, w) ∈ W , niin (v, 0) ∈ V0. Koska V0 ⊂ Rm on avoin, niin (v, 0) on
laatikkoympäristö Gk × Gm−k ⊂ V0. Tällöin Gk on v ympäristö Rk ja
0 ∈ Gm−k ⊂ Rm−k. Siis Gk × Rn−k on (v, w) ympäristö, joka sisältyy W .
Joukko W on (0, 0) ympäristö, sillä (0, 0) ∈ V0.
Määritellään kuvaus φ : W → Rn sellaiseksi, että φ(v, w) = (v, w − S(v)).
Koska v 7→ S(v) on sileä, niin φ on sileä. Kuvajoukko φ(W ) = W , sillä
jälkimmäinen koordinaattikuvaus on surjektio joukkoon {v} × Rn−k. Lisäk-
si on olemassa sileä käänteiskuvaus φ−1 : φ(W ) → W , joka on muotoa
φ−1(v, s) = (v, s+ S(v)). Eli (W,φ) on kartta.
Olkoon (x, y) ∈ U0. Tällöin
(φ ◦ f ◦ ϕ−1)(x, y) = φ(x, S(x)) = (x, S(x)− S(x)) = (x, 0).







Määritelmä 2.1. Topologinen avaruus M on topologinen n-monisto, mikäli
seuraavat kolme ehtoa ovat voimassa.
1. Avaruus M on T2-avaruus eli Hausdorﬃn avaruus.
2. Avaruus M on N2-avaruus eli sillä on numeroituva kanta.
3. Jokaisella x ∈M on olemassa ympäristö U ja homeomorﬁsmi.
ϕ : U → G, jossa G ⊂ Rn avoin.
Määritelmän ehdon kolme mukaista joukko-homeomorﬁsmiparia (U,ϕ) kut-
sutaan kartaksi pisteessä x, mikäli x ∈ U . Jos Φ on sellainen kokoelma kart-
toja, ettäM = ∪(U,ϕ)∈ΦU , niin tällöin Φ:tä kutsutaan atlakseksi. Osoitetaan,
että topologisen moniston määritelmän kohta 3 voitaisiin tehdä toistekin.
Lemma 2.2. Topologisen moniston määritelmän kohdassa 3 voidaan joukok-
si G aina valita Rn.
Todistus Valinta G = Rn on vain erikoistapaus kohdasta 3, jolloin toinen
suunta on ilmeinen.
Oletetaan määritelmän kohta 3. Olkoon x ∈ M ja (U, φ) kartta x:ssä. Ole-
tuksen nojalla on olemassa avoin G ⊂ Rn ja φ : U → G on homeomorﬁsmi.
KoskaG on avoin, niin se sisältää jonkin avoimen kuutionQ′, jonka keskipiste
on φ(x). Kuutio Q′ on homeomorﬁnen kuution ]−pi2 ,
pi
2 [
n=: Q kanssa. Tun-
netusti tangentti tan : ] − pi2 , pi2 [→ R ja arkustangentti arctan :R →] − pi2 , pi2 [
ovat jatkuvia ja toistensa käänteiskuvauksia. Silloin tan on homeomorﬁsmi.
Määritellään
f : Q→ Rn, fi(x) = tan(xi),
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joka on homeomorﬁsmi, sillä sen koordinaattikuvaukset ovat jatkuvia ja
käänteiskuvauksen koordinaattikuvaukset ovat f−1i (y) = (arctan(yi)), joka
on myös jatkuva. Jos ϕ : Q′ → Q on homeomorﬁsmi, niin kuvaus f◦ϕ◦φ|φ−1Q
on etsitty homeomorﬁsmi.

Määritelmä 2.3. Karttoja (U,ϕ) ja (V, ψ) kutsutaan Cr yhteensopiviksi,
mikäli toinen seuraavista ehdoista toteutuu
1. U ∩ V = ∅
2. Kuvaus ϕ ◦ψ−1 : ψ(U ∩V )→ ϕ(U ∩V ) ja sen käänteiskuvaus ψ ◦ϕ−1
ovat Cr-kuvauksia.
Määritelmä on järkevä, sillä joukot ψ(U ∩ V ), ϕ(U ∩ V ) ⊂ Rn ovat avoimia.
MonistonM atlasta Φ kutsutaan Cr-atlakseksi, mikäli sen kaikki kartat ovat
pareittain Cr yhteensopivia. Yleensä Cr-atlasta kutsutaan sileäksi, jos dif-
ferentioituvuuden aste on selvä.
Lemma 2.4. Olkoon M n-ulotteinen topologinen monisto ja Φ M :n Cr-
atlas. Tällöin on olemassa sellainen yksikäsitteinen maksimaalinen Cr-atlas
Ψ, että Φ ⊂ Ψ.
Todistus Olkoon Ψ kaikkien sellaisten karttojen kokoelma, että jokainen
sen kartta on Cr yhteensopiva jokaisen atlaksen Φ kartan kanssa. Osoite-
taan, että Ψ on kysytty maksimaalinen Cr-atlas. Ensinnäkin Ψ on atlas,
sillä se sisältää Φ:n. Olkoot (U,ϕ), (U ′, ϕ′) ∈ Ψ ja x ∈ U ∩ U ′. Koska Φ on
atlas, niin on olemassa sellainen kartta (V, ψ), että x ∈ V . Tällöin joukon Ψ
määritelmän ja derivaatan ketjusäännön nojalla
ϕ′ ◦ ϕ−1 = ϕ′ ◦ ψ−1 ◦ ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ U ′ ∩ V )→ ϕ′(U ∩ U ′ ∩ V )
on Cr-kuvaus ϕ(x):ssä. Pisteen x mielivaltaisuuden nojalla ϕ′ ◦ ϕ−1 on Cr-
kuvaus, jolloin Ψ on Cr-atlas.
Olkoon Ω sellainen Cr-atlas, että Ψ ⊂ Ω. Koska Φ ⊂ Ψ, niin jokainen Ω:n
kartta on yhteensopiva jokaisen Φ:n kartan kanssa. Tällöin Ψ:n määritelmän
nojalla Ψ = Ω, eli Ψ on maksimaalinen.
Jos Ω on maksimaalinen Φ:n sisältävä Cr-atlas, niin tällöin samanlainen
argumentti, jolla osoitettiin Ψ:n karttojen yhteensopivuus, näyttää Ω:n ja
Ψ:n karttojen yhteensopivuuden. Maksimaalisuuden nojalla pätee Ω = Ψ.

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On syytä huomioida, että mikäli kartta (U, φ) on maksimaalisessa atlaksessa
Ψ ja G ⊂ M avoin, niin (U ∩ G,φ|G) on kartta ja lisäksi se kuuluu tähän
kokoelmaan, sillä jokaiselle x ∈ U ∩G pätee φ|G(x) = φ(x).
Määritelmä 2.5. Moniston M maksimaalista Cr-atlasta Ψ kutsutaan dif-
ferentioituvaksi struktuuriksi ja paria (M,Ψ) Cr-monistoksi. Jos diﬀeren-
tioituvuuden aste on asiayhteydestä selvä, niin paria (M,Ψ) kutsutaan sileäk-
si monistoksi.
Seuraavaksi määritellään muutamia tapoja luoda uusia sileitä monistoja jo
olemassa olevien avulla. Oletetaan näitä käsitellessä, että kaikki diﬀeren-
tioituvuudet ovat samaa astetta ja puhutaan yleisesti vain sileistä monis-
toista.
Esimerkki 2.6. Jos (M,Φ) on sileäm-monisto ja (N,Φ) on sileä n-monisto,
niin niiden karteesinen tulo (M ×N,Θ) on sileä m+n-monisto, missä Θ on
diﬀerentioituva struktuuri, joka sisältää kaikki kartat, jotka ovat muotoa
(U × V, ϕ× ψ); (U,ϕ) ∈ Φ ja (V, ψ) ∈ Ψ.
Todistus Määritellään Θ∗ = {(U × V, ϕ × ψ) : (U,ϕ) ∈ Φ ja (V, ψ) ∈ Ψ}.
Pari (M×N,Θ∗) on topologinenm+n-monisto, sillä T2- ja N2-ominaisuudet
säilyvät tulossa ja kuvaus ϕ×ψ : U×V → Rm+n on upotus, sillä sen koordi-
naattikuvaukset ovat upotuksia. Joukko Θ∗ on atlas, sillä sen kuvaukset ovat
upotuksia ja joukkojen peitteiden tulo on tulojoukon peite. Jos (U×V, ϕ×ψ)
ja (U ′ × V ′, ϕ′ × ψ′) ovat Θ∗:n karttoja, niin
ϕ′ × ψ′ ◦ (ϕ× ψ)−1
= ϕ′◦ϕ−1×ψ′◦ψ−1 : ϕ×ψ((U×V )∩(U ′×V ′))→ ϕ′×ψ′((U×V )∩(U ′×V ′)),
jolloin ϕ′×ψ′◦(ϕ×ψ)−1 on sileä, sillä sen koordinaattikuvaukset ovat sileitä.
Siis Θ∗:n kartat ovat yhteensopivia. Lemman 2.4 nojalla on olemassa haluttu
maksimaalinen Cr-atlas Θ.

Esimerkki 2.7. Jos M on topologinen avaruus, (N,Ψ) on sileä n-monisto,
G ⊂ N avoin sekä h : M → G homeomorﬁsmi, niin
h∗Ψ = {(h−1U,ψ|G ◦ h) : (U,ψ) ∈ Ψ ja U ∩G 6= ∅}
on sileä atlas. Tätä kutsutaan kuvauksen h indusoimaksi atlakseksi.
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Todistus Avaruus M on numeroituvakantainen Hausdorﬃn avaruus, sillä
N :n aliavaruus G perii nämä ominaisuudet ja homeomorﬁsmi h siirtää ne
M :lle. Joukko h∗Ψ on selvästi M :n atlas, jolloin M on n-monisto. Olkoot
(h−1U,ψ ◦ h) ja (h−1V, ϕ ◦ h) h∗Ψ:ssä. Tällöin
(ψ ◦ h) ◦ (ϕ ◦ h)−1 : (ϕ ◦ h)(h−1U ∩ h−1V )→ (ψ ◦ h)(h−1U ∩ h−1V )
on sama kuin ψ ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V ), joka on sileä kuvaus. Tällöin
(h−1U,ψ ◦ h) ja (h−1V, ϕ ◦ h) ovat yhteensopivia. Lemman 2.4 nojalla on
olemassa sellainen M maksimaalinen atlas Φ, joka sisältää h∗Ψ. Siis (M,Φ)
on sileä monisto.

Eräs esimerkki edellä olevasta konstruktiosta on indusoida sileän moniston
(M,Ψ) rakenne avoimeen aliavaruuteen G ⊂M inkluusiokuvauksen
i : G ↪→ M avulla. Merkitään Ψ|G = {(U ∩ G,ψ|G) : (U,ψ) ∈ Ψ}. Tällöin
(G,Ψ|G) on edellisen tuloksen nojalla sileä monisto.
Joskus tarkastelun kohteena saattaa olla tilanne, jossa luodaan koko monis-
tolle diﬀerentioituva struktuuri avointen joukkojen struktuurien avulla.
Esimerkki 2.8. Olkoon M topologinen monisto, joukkojen Ui, i ∈ I kokoel-
ma sen avoin peite ja Ψi sellainen moniston Ui diﬀerentioituva struktuuri,
että
Ψi|(Ui∩Uj) = Ψj |(Ui∩Uj), kaikilla i, j ∈ I. (2.9)
Tällöin on olemassa yksikäsitteinen M :n diﬀerentioituva struktuuri Ψ, joka
sisältää kaikki joukot Ψi. Tätä struktuuria kutsutaan struktuurien Ψi yhdis-
telmäksi.
Todistus Tutkitaan joukkoa Ψ′ = {(U,ψ) : (U,ψ) ∈ Ψi, jollakin i ∈ I},
joka on M :n atlas. Olkoon x ∈ M ja J ⊂ I niiden indeksien joukko, joilla
x ∈ Uj , j ∈ J . Olkoot (U,ψ), (V, φ) ∈ Ψ′ sellaisia, että x ∈ U ∩ V . Kaavan
(2.9) nojalla kuvaus ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) on sileä pisteessä x.
Koska sileys on lokaali ominaisuus, niin kaikki Ψ′:n kartat ovat yhteensopivia
ja Ψ′ on sileä atlas. Nyt väite seuraa Lemmasta 2.4.

Tutustutaan seuraavaksi erääseen konkreettiseen sileään monistoon.
Esimerkki 2.10. Sn ⊂ Rn+1 on n-ulotteinen C∞ -monisto.
Todistus Merkitään U+i = {x ∈ Sn : xi > 0} ja U−i = {x ∈ Sn : xi < 0}.
Määritellään kuvaukset h±i : B
n(0, 1)→ U±i kaavalla
h±i (x) = (x1, . . . , xi−1,±
√√√√1− n∑
j=1
x2j , xi+1, . . . xn). (2.11)
Osoitetaan, että nämä ovat pallon Sn karttakuvausten käänteiskuvauksia.
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1. Kuvaus h±i on hyvin määritelty: Koordinaattia i vastaava koordinaat-




j < 1. Kuvauksen h
±
i määri-
telmän johdosta jokaisella x ∈ Bn(0, 1) on voimassa |h±i (x)| = 1. Eli
kyseessä oleva kuvaus on hyvin määritelty.
2. Kuvaus h±i on bijektio: Määritellään
p±i : U
±
i → Bn(0, 1), p±i (x) = (x1, . . . , xi−1, x̂i, xi+1, . . . , xn+1).
Merkintä x̂i tarkoittaa, että kyseinen koordinaatti poistetaan. Nämä







on tasan kaksi ratkaisua.
3. Kaikki kuvaukset h±i ja p
±
i ovat jatkuvia, jolloin h
±
i on homeomorﬁsmi.
4. Olkoon x ∈ Bn(0, 1) sellainen piste, että kuvapiste (p±j ◦ h±i )(x) on
määritelty. Tällöin
(p±j ◦ h±i )(x) =

(x1, . . . , xn) = idRn(x)
(x1, . . . , xj−1, x̂j , xj+1, . . . , xi−1,±
√
1− |x|2, xi+1 . . . , xn)
(x1, . . . , xi−1,±
√
1− |x|2, xi+1 . . . , xj−1, x̂j , xj+1, . . . , xn),
(2.12)
jossa ensimmäisessä rivissä i = j, toisessa j < i ja kolmannessa j > i.
Koska neliöjuurikuvaus kuuluu joukkoon C∞(R\{0}) ja lisäksi derivaatan
ketjusäännön nojalla C∞-kuvausten yhdistetty kuvaus on C∞-kuvaus.
Niin esitys (2.12) näyttää, että kaikilla indeksien i ja j permutaatioil-
la kuvauksen p±j ◦ h±i kaikki komponenttifunktiot ovat C∞-kuvauksia.
Näin ollen kaikilla i, j ∈ {1, . . . n} yhdistetty kuvaus p±j ◦ h±i on C∞-
kuvaus. Siis kaikki kuvaukset p±i ovat C
∞-yhteensopivia keskenään.
Perhe {U±i : 1 ≤ i ≤ n} on selvästi pallokuoren Sn avoin peite. Edellisten
kohtien nojalla perhe karttoja {(U±i , p±i ) : 1 ≤ i ≤ n} on pallon Sn C∞-atlas.
Näin ollen Lemman 2.4 nojalla on olemassa maksimaalinen atlas Φ, joka





Edellisessä osiossa oltiin erityisen kiinnostuneita sileiden monistojen dif-
ferentioituvista struktuureista. Tästä eteenpäin puhuttaessa sileistä monis-
toista, ei kirjoiteta diﬀerentioituvaa struktuuria näkyviin, ellei sitä vält-
tämättä tarvita.
Olkoot M ja N sileitä monistoja ja f : M → N kuvaus. Moniston M kart-
taa (U,ϕ) ja N :n karttaa (V, ψ) sanotaan f :n kanssa yhteensopiviksi, mikäli
f(U) ⊂ V . Tässä tapauksessa kuvaus
ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V )
on hyvin määritelty ja sitä kutsutaan f :n lokaaliksi esitykseksi kartoilla
(U,ϕ), (V, ψ) pisteessä x ∈M , mikäli x ∈ U .
Määritelmä 2.13. Kuvaus f : M → N on sileä pisteessä x ∈ M , mikäli
sillä on olemassa sileä lokaali esitys kartoilla (U,ϕ), (V, ψ) pisteessä x. Jos
f :llä on sileä lokaali esitys jokaisessa M :n pisteessä, niin sanotaan f :n ole-
van sileä M :ssä.
Lemma 2.14. Olkoon f sileiden monistojenM ja N välinen kuvaus. Jos sil-
lä on sileä lokaali esitys jossainM pisteessä, niin kaikki f :n lokaalit esitykset
tässä pisteessä ovat sileitä.
Todistus Olkoon f : M → N , kartat (U,ϕ) ja (V, ψ) f :n kanssa yhteen-
sopivia sekä y ∈ ϕ(U). Oletuksen nojalla on olemassa f :n kanssa yhteensopi-
vat kartat (U0, ϕ0) ja (V0, ψ0) sellaiset, että ϕ
−1(y) ∈ U0, U0 ⊂ U , V0 ⊂ V
ja kuvaus ψ0 ◦ f ◦ ϕ−10 on sileä pisteessä ϕ0(ϕ−1(y)). Näin ollen pätee
ψ ◦ f ◦ ϕ−1 = (ψ ◦ ψ−10 ) ◦ (ψ0 ◦ f ◦ ϕ−10 ) ◦ (ϕ0 ◦ ϕ−1),
joka on derivaatan ketjusäännön nojalla sileä y:ssä, sillä ensimmäinen ja
kolmas kuvaus ovat moniston karttakuvauksina sileitä.

Sileiden funktioiden määritelmässä ei oleteta monistojen välisten kuvausten
jatkuvuutta. Tämä ei ole seuraavan lemman nojalla tarpeen.
Lemma 2.15. Jos f : M → N on sileiden monistojen M ja N välinen sileä
kuvaus, niin se on jatkuva.
Todistus Sileiden kuvausten määritelmän nojalla on olemassa kartat (U,ϕ)
ja (V, ψ) sellaiset, että f(U) ⊂ V ja kuvaus
ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V )
on sileä. Erityisesti se on jatkuva. Tällöin voidaan f |U kirjoittaa muodossa
f |U = ψ−1 ◦ (ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ ϕ,
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joka osoittaa f |U jatkuvuuden. Koska f on sileä monistossa M , niin vastaa-
villa kartoilla voidaan peittää koko monisto M . Tällöin kuvaus f on jatkuva
monistossa M , sillä jatkuvuus on lokaali ominaisuus.

Sileän moniston M identtinen kuvaus idM on sileä, sillä jokaisella kartalla
(U,ϕ) pätee idM (U) = U ja kuvaus ϕ ◦ ϕ−1 = idϕ(U), joka on sileä.
Lemma 2.16. Jos f : M → N ja g : N → P ovat sileiden monistojen
välisiä sileitä kuvauksia, niin näiden yhdistetty kuvaus g ◦ f : M → P on
sileä.
Todistus Olkoon x ∈M . Valitaan sellaiset f :n kanssa yhteensopivat kartat
(U ′, φ) ja (V ′, ϕ) sekä g:n kanssa yhteensopivat kartat (G′, α) ja (W,ψ), että
x ∈ U ′ ja f(x) ∈ G′.
Merkitään V = V ′ ∩ G′ ja U = U ′ ∩ f−1V. Edellisen lemman nojalla U on
avoin ja (g◦f)(U) ⊂W . Erityisesti ψ◦(g◦f)◦φ−1|φ(U) on g◦f lokaali esitys
x:ssä, joka on sileä, sillä se voidaan kirjoittaa sileiden funktioiden komposi-
tiona seuraavasti
ψ ◦ (g ◦ f) ◦ φ−1|φ(U) = (ψ ◦ g ◦ α|−1V ) ◦ (α|V ◦ ϕ|−1V ) ◦ (ϕ|V ◦ f ◦ φ−1|φ(U)).

Topologian kannalta tärkein mahdollinen sileä kuvaus on sileä homeomorﬁs-
mi. Mikäli sileän homeomorﬁsmin käänteiskuvaus on myös sileä,
niin tällöin homeomorﬁsmia kutsutaan diﬀeomorﬁsmiksi. Monistojen M ja
N sanotaan olevan diﬀeomorﬁset, jos on olemassa diﬀeomorﬁsmi h : M → N .
2.3 Tangenttikimppu ja tangenttiavaruus
Oletetaan tämän kohdan ajan, että (M,Φ) on n-ulotteinen Cr+1 monisto ja
Φ = {(Ui, φi) : i ∈ I}. Tämän kappaleen tavoitteena on määritellä monistolle
M tangenttikimppu ja osoittaa sen olevan myös sileä monisto. Tangenttikim-
pun avulla määritellään jokaiselle moniston pisteelle tangenttiavaruus, joka
osoittautuu n-ulotteiseksi vektoriavaruudeksi.
Aloitetaan tarkastelemalla joukkoa A ⊂M × I × Rn, jossa
A = {(x, i, a) ∈M × I × Rn : x ∈ Ui}.
Määritellään tähän joukkoon relaatio seuraavasti
(x, i, a) ∼ (y, j, b), mikäli x = y ja D(φj ◦ φ−1i )(φi(x))a = b. (2.17)
Lemma 2.18. Edellä määritelty relaatio ∼ on ekvivalenssirelaatio joukossa
A.
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Todistus Olkoon (x, i, a), (y, j, b) ja (z, k, c) ∈ A.
1. D(φi ◦ φ−1i )(φi(x))a = Inna = a jolloin (x, i, a) ∼ (x, i, a).
2. Olkoon (x, i, a) ∼ (y, j, b) siis x = y, x ∈ Ui ∩ Uj ja
D(φj ◦ φ−1i )(φi(x))a = b. Kuvauksen φj ◦ φ−1i käänteiskuvaus on
φi◦φ−1j , joka on Määritelmän 2.3 nojalla sileä. Tällöin seuraavat yhtälöt
ovat yhtäpitäviä keskenään
D(φj ◦ φ−1i )(φi(x))a = b
D(φi ◦ φ−1j )(φj(x))D(φj ◦ φ−1i )(φi(x))a = D(φi ◦ φ−1j )(φj(x))b
D(φi ◦φ−1j )(φj ◦φ−1i )φi((x))D(φj ◦φ−1i )(φi(x))a = D(φi ◦φ−1j )(φj(x))b
D(φi ◦ φ−1j ◦ φj ◦ φ−1i )(φi(x))a = D(φi ◦ φ−1j )(φj(x))b
Inna = D(φi ◦ φ−1j )(φj(x))b.
Eli (y, j, b) ∼ (x, i, a).
3. Olkoon (x, i, a) ∼ (y, j, b) ja (y, j, b) ∼ (z, k, c). Tällöin x = y = z,
x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk ja
D(φj ◦ φ−1i )(φi(x))a = b sekä D(φk ◦ φ−1j )(φj(x))b = c.
Näin ollen seuraavat yhtälöt ovat voimassa
D(φk ◦ φ−1j )(φj(x))D(φj ◦ φ−1i )(φi(x))a = c
D(φk ◦ φ−1j )((φj ◦ φ−1i )(φi(x)))D(φj ◦ φ−1i )(φi(x))a = c
D(φk ◦ φ−1j ◦ φj ◦ φ−1i )(φi(x))a = c
D(φk ◦ φ−1i )(φi(x))a = c.

Joukon A ekvivalenssiluokkia merkitään tästä eteenpäin symbolilla [x, i, a],
jota kutsutaan M :n tangenttivektoriksi pisteessä x. Kaikkien M :n tangent-
tivektorien joukkoa eliA/ ∼, kutsutaanM :n tangenttikimpuksi ja sitä merki-
tään symbolilla TM .
Määritellään seuraavaksi projektiokuvaus p : TM →M kaavalla
p([x, i, a]) = x. Tämä kuvaus on hyvin määritelty ekvivalenssirelaation ∼
määritelmän johdosta. Merkitään jokaisella A ⊂M alkukuvaa
p−1A = TAM . Erityisesti, jos U on avoin osajoukko, niin (U,Ψ|U ) on sileä
monisto. Nyt voidaan samaistaa TU = TUM , sillä
TUM = {[x, i, a] ∈ A/ ∼: x ∈ U} = (A ∩AU )/ ∼ = TU,
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missä AU = {(x, i, a) ∈ A : x ∈ U}.
Olkoon (Ui, φi) M :n kartta. Määritellään kuvaus
Tφi : TUi → φi(Ui)× Rn ⊂ Rn × Rn
Tφi([x, j, a]) = (φi(x), D(φi ◦ φ−1j )(φj(x))a).
Lemma 2.19. Kuvaus Tφi on hyvin määritelty bijektio.
Olkoon [x, j, a] ∈ TUi ja [x, j, a] = [x, k, b]. Osoitetaan kuvauksen Tφi
koordinaattikuvaukset hyvin määritellyiksi. Ensimmäinen koordinaattiku-
vaus voidaan kirjoittaa muodossa
Tφi1([x, j, a]) = φi(p([x, j, a])) = φi(x) = φi(p([x, k, b])) = Tφi1([x, k, b]).
Koska [x, j, a] = [x, k, b], niin x ∈ Uj ∩ Uk ∩ Ui ja D(φk ◦ φ−1j )(φj(x))a = b,
jolloin toinen koordinaattikuvaus on
Tφi2([x, j, a]) = D(φi ◦ φ−1j )(φj(x))a = D(φi ◦ φ−1k ◦ φk ◦ φ−1j )(φj(x))a
D(φi◦φ−1k )(φk(x))D(φk◦φ−1j )(φj(x))a = D(φi◦φ−1k )(φk(x))b = Tφi2([x, k, b]).
Injektiivisyys: Jos [x, j, a] 6= [y, k, b], niin x 6= y tai
D(φk ◦ φ−1j )(φj(x))a 6= b. Tällöin φi(x) 6= φi(y) tai
D(φi ◦ φ−1j )(φj(x))a = D(φi ◦ φ−1k )(φk(x))D(φk ◦ φ−1j )(φj(x))a.
6= D(φi ◦ φ−1k )(φk(x))b,
sillä lineaarikuvaus D(φi ◦ φ−1j )(φj(x)) on injektio.
Surjektiivisuus: Olkoon (y, a) ∈ φi(Ui)× Rn. Koska kuvaus φi on homeo-
morﬁsmi, niin on olemassa yksikäsitteinen piste x ∈ Ui, jolle φi(x) = y.
Kuvauksen Tφi määritelmän johdosta Tφi([x, i, a]) = (y, a).

Edellisen lemman surjektiivisuustarkastelu antaa idean siitä, että kuvaus Tφi
voitaisiin määritellä toisellakin tavalla. Jos [x, j, a] on TUi:n piste, niin on
olemassa muotoa [x, i, b] oleva piste, joka on itseasiassa sama kuin [x, j, a].
Tarvitsee vain valita b = D(φi ◦φ−1j )(φj(x))a. Tämä osoittaa, että jokaisella
TUi:n pisteellä on esitys muodossa [x, i, b], jolloin Tφi([x, i, b]) = (φi(x), b).
Määritellään siis kuvaus Tφi uudelleen kaavalla
Tφi([x, i, a]) = (φi(x), a).
Tutkitaan seuraavaksi kuvausta
(Tφj) ◦ (Tφi)−1 : φi(Ui ∩ Uj)× Rn → φj(Ui ∩ Uj)× Rn, (2.20)
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joka on Lemman 2.19 nojalla bijektio. Tarkastellaan, kuinka piste (x, a) ku-
vautuu tässä kuvauksessa
(x, a) 7→ [φ−1i (x), i, a]
idTM7→ [φ−1i (x), j,D(φj ◦ φ−1i )(φi(x))a]
7→ (φj(φ−1i (x)), D(φj ◦ φ−1i )(φi(x))a).
Tästä esityksestä nähdään, että (Tφj)◦(Tφi)−1 on jatkuva. Sen ensimmäinen
koordinaattikuvaus on homeomorﬁsmien yhdistettynä kuvauksena jatkuva.
Toinen koordinaattikuvaus voidaan tulkita kuvaukseksi
(x, a) 7→ (D(φj ◦ φ−1i )(x), a) 7→ D(φj ◦ φ−1i )(x)a
φi(Ui ∩ Uj)× Rn f×idRn→ GL(n,R)× Rn u→ Rn, (2.21)
jossa u on matriisitulo sekä
f : φi(Ui ∩ Uj)→ GL(n,R), f(x) = D(φj ◦ φ−1i )(x).
Kaikki funktioketjun (2.21) kuvaukset ovat jatkuvia, sillä karttakuvausten
määritelmän johdosta kuvaus f on hyvin määritelty, ja Määritelmästä 1.5
seuraa sen jatkuvuus. Siis myös toinen koordinaattikuvaus on jatkuva.
Koska (2.20):n käänteiskuvaus on symmetrinen (2.20):n kanssa, niin on
osoitettu (2.20):n olevan homeomorﬁsmi.
Kuvauksen (Tφj) ◦ (Tφi)−1 tarkastelu tarjoaa työkalut määritellä joukkoon





Gi : Gi ∈ τi
}
. (2.22)
Lemma 2.23. (TM, τ) topologinen avaruus ja τ on ainoa topologia, jossa
jokainen kuvaus (Tφi)
−1 on upotus.
Kokoelma τi on määritelmänsä nojalla TUi:n kuvauksen Tφi indusoima topolo-
gia. Käydään läpi topologian kolme ehtoa.
1. Tangenttikimppu TM ∈ τ . Tämä nähdään valitsemalla τ :n määritel-
mässä joukoksi Gi = Ui = (Tφi)
−1(φi(Ui)× Rn).







































Lemman 2.19 nojalla (Tφi)
−1 on bijektio. Olkoon U ⊂ TUi ja U ∈ τ . Jaetaan
U osiin U∩(Tφj)−1(φj(Uj)×Rn) =: Uj , jotka ovat avoimia. Edellä osoitetun
nojalla kuvaus (Tφj) ◦ (Tφi)−1 on homeomorﬁsmi, jolloin on olemassa jokin
φi(Ui)×Rn:ssä avoin joukko G sellainen, että Uj = (Tφi)−1G, jolloin pätee
Uj ∈ τi ja siis U ∈ τi. Näin ollen (Tφi)−1 on τ :n suhteen upotus, sillä se on
määritelmän nojalla upotus τi:n suhteen. Erityisesti jokaisella i ∈ I pätee
{G ∩ TUi : G ∈ τ} = τi. (2.24)
Lisäksi topologia τ on yksikäsitteinen, sillä lisäämällä tai poistamalla avoimia
joukkoja menetettäisiin joko kuvauksen (Tφi)
−1 jatkuvuus tai avoimuus.

Lemma 2.25. Joukko {(TUi, Tφi) : i ∈ I} on TM :n Cr-atlas.
Topologian τ määritelmän johdosta perhe {TUi : i ∈ I} on TM :n avoin
peite, ja kuvaus Tφi on edellisen lemman nojalla homeomorﬁsmi. Olkoot
(TUi, Tφi), (TUj , Tφj) ∈ {(TUi, Tφi) : i ∈ I} sellaisia, että TUi ∩ TUj 6= ∅.
Tutkitaan kaavan (2.20) määrittelemää kuvausta
(x, a) 7→ (φj(φ−1i (x)), D(φj ◦ φ−1i )(φi(x))a).
Kuvaus φj◦φ−1i on monistonM karttakuvausten yhdistelmänä Cr+1-kuvaus.
Matriisin D(φj ◦ φ−1i )(φi(x)) jokainen solu on moniston M ominaisuuksien
nojalla vielä r kertaa jatkuvasti derivoituva. Lisäksi kuvaus a 7→ a on C∞-
kuvaus, jolloin tulo D(φj ◦ φ−1i )(φi(x))a) on Cr-kuvaus.
Edellä olevassa on näytetty, että jokaisen muuttujan suhteen jokainen
koordinaattikuvaus on jatkuvasti r kertaa derivoituva, jolloin kuvaus (2.20)
on Cr. Koska kuvauksen (2.20) käänteiskuvaus on lausekkeeltaan samaa muo-
toa kuin (2.20), niin (2.20) on diﬀeomorﬁsmi.

Lause 2.26. Jokaisen n-ulotteisen Cr+1-moniston tangenttikimppu on 2n-
ulotteinen Cr-monisto.
Lemmojen 2.23 ja 2.25 nojalla riittää osoittaa, että TM on Hausdorﬃn
avaruus, jolla on numeroituva kanta.
Hausdorﬀ : Olkoon [x, i, a] 6= [y, j, b].
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1. Oletetaan, että x 6= y. Koska M on T2-avaruus, niin on olemassa x:n
ja y:n erilliset ympäristöt Ux ja Uy. Projektiokuvaus p : TM →M on
itseasiassa sileä kuvaus, kuten myöhemmin osoitetaan. Lemman 2.15
nojalla p on jatkuva, jolloin p−1Ux ja p−1Uy ovat [x, i, a] ja [y, j, b]
erilliset ympäristöt.
2. Oletetaan, että x = y. Tällöin [x, i, a] voidaan kirjoittaa muodossa
[y, j, a′] ja a′ 6= b. Valitaan pisteille a′ ja b erilliset ympäristöt V ja W .
Nyt avoimet joukot (Tφj)
−1(φj(Uj)×V ) ja (Tφj)−1(φj(Uj)×W ) ovat
etsityt erilliset ympäristöt.
Numeroituva kanta:
Oletuksen nojalla M on N2-avaruus, jolloin se on Lindelöf-avaruus. Kart-
taympäristöjen joukko {Ui : i ∈ I} on M :n peite, jolloin on olemassa sen
numeroituva osapeite {Ui : i ∈ J}. Erityisesti J ⊂ I on numeroituva indek-
sijoukko. Tällöin perhe {TUi : i ∈ J} on tangenttikimpun TM numeroituva
peite.
Tunnetusti jokainen euklidinen avaruus Rm on numeroituvakantainen, jol-
loin Lemman 2.23 nojalla jokaisella τi:llä on numeroituva kanta Bi. Merk-
itään B = ∪i∈JBi, joka on numeroituva.
Olkoon [x, i, a] ∈ G ∈ τ . Koska {TUi : i ∈ J} on TM :n peite, niin on olemas-
sa i ∈ J jolla pätee, että [x, i, a] ∈ TUi. Kaavan (2.24) nojalla TUi ∩G ∈ τi.
Tällöin on olemassa sellainen kantajoukko Gi ∈ Bi, että
[x, i, a] ∈ Gi ⊂ TUi ∩G ⊂ G.
Siis B on avaruuden (TM, τ):n kanta.

Tangenttikimpun karttaa (TUi, Tφi) kutsutaan sen luonnolliseksi kartaksi.
Sivulla 25 määritelty projektiokuvaus p : TM → M on esimerkki monisto-
jen välisestä sileästä kuvauksesta. Olkoon [x, i, a] ∈ TM . Tällöin yhdistetty
kuvaus φi ◦ p ◦ (Tφi)−1 kuvaa pisteen
(φi(x), a) 7→ [x, i, a] 7→ x 7→ φi(x),
joka on sama kuin euklidisen avaruuden projektio n:lle ensimmäiselle koor-
dinaatille ja p(TUi) = Ui.
Esimerkki 2.27. Jokaisen euklidisen avaruuden Rn tangenttikimppu TRn
on diﬀeomorﬁnen avaruuden Rn × Rn kanssa.
Todistus Olkoon z = [x, i, a] ∈ TRn. Pisteen x kartaksi voidaan aina valita
pari (Rn, idRn) := (Uj , φj). Tangenttikimpun määritelmän johdosta pisteellä
z on olemassa esitys [x, j, b], jolloin kartta (TUj , Tφj) on jokaisen tangent-
tikimpun pisteen kartta.
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Karttakuvauksen Tφj : TRn → Rn ×Rn määritelmän johdosta se on diﬀeo-
morﬁsmi, sillä
Tφj([x, j, b]) = (φj(x), D(φj ◦ φ−1j )(φj(x))b) = (x, Innb) = (x, b).

Lähdetään määrittelemään pisteen x ∈ M tangenttiavaruutta. Olkoon Ui
sellainen M :n karttaympäristö, että x ∈ Ui. Määritellään kuvaus
Tφix : TxM → Rn yhdistettynä kuvauksena
TxM ↪→ TUi Tφi→ φi(Ui)× Rn pr2→ Rn. (2.28)
Osoitetaan kuvaus Tφix on bijektioksi.
injektiivisyys: Olkoon [x, i, a] ja [x, i, b] TxM :n eri pisteitä. Tällöin erityi-
sesti a 6= b. Tästä seuraa, että
Tφix([x, i, a]) = a 6= b = Tφix([x, i, b]).
surjektiivisuus: Olkoon a ∈ Rn. Tällöin [x, i, a] ∈ TxM , ja
Tφix([x, i, a]) = a.
Joukkoon TxM indusoidaan vektoriavaruusrakenne bijektion Tφix välityk-
sellä seuraavasti:
1. [x, i, a] + [x, i, b] := Tφ−1ix (a+ b) = [x, i, a+ b]
2. α[x, i, a] := Tφ−1ix (αa) = [x, i, αa].
Tällöin TxM on n-ulotteinen vektoriavaruus, sillä Tφix on lineaarinen iso-
morﬁsmi. Havaitaan vielä, että tämä rakenne on riippumaton indeksistä.
Olkoon j 6= i, jolla x ∈ Uj . Yhdistetty kuvaus
(Tφjx) ◦ (Tφix)−1 = D(φj ◦ φ−1i )(φi(x)), (2.29)
sillä [x, i, a] ∈ TUi on sama piste kuin [x, j,D(φj ◦ φ−1i )(φx)a] ∈ TUj . Siis
kaavan (2.29) funktio on lineaarinen automorﬁsmi.
Joukkoa TxM kutsutaan pisteen x tangenttiavaruudeksi. Edellä oleva tarkastelu




Tässä kappaleessa tutkitaan, kuinka monistojen välinen kuvaus indusoi ku-
vauksen monistojen tangenttikimppujen välille. Oletetaan, että f : M → N
on Cr+1-monistojen M ja N välinen Cr+1-kuvaus. Olkoon ψj ◦ f ◦ φ−1i f :n
lokaali esitys pisteessä x ∈M kartoilla (Ui, φi) ja (Vj , ψj). Tutkitaan kuvaus-
ta
(Tf)ij : TUi → TVj , [x, i, a] 7→ [f(x), j,D(ψj ◦ f ◦ φ−1i )(φi(x))a]. (2.30)
Lemma 2.31. Yllä olevin oletuksin määritelty kuvaus (Tf)ij : TUi → TVj
on hyvin määritelty, eikä sen arvo riipu lokaalista esityksestä. Lisäksi (Tf)ij
on Cr-kuvaus.
Todistus Olkoon [x, i, a] ∈ TUi. Koska f(Ui) ⊂ Vj , niin kuvauksen määrit-
telykaavasta (2.30) nähdään, että (Tf)ij(TUi) ⊂ TVj . Valitsemalla [x, k, b] =
[x, i, a] huomataan, etteivät Tfij :n kaksi ensimmäistä koordinaattifunktiota
riipu indeksistä k tai vektorista b. Riittää siis tutkia viimeistä koordinaatti-
funktiota.
D(ψj ◦f ◦φ−1i )(φi(x))a = D(ψj ◦f ◦φ−1i )(φi◦φ−1k ◦φk)(x)D(φi◦φ−1k )(φk(x))b
= D(ψj ◦ f ◦ φ−1k )(φk(x))b.
Olkoot (Ui′ , φi′) ja (Vj′ , ψj′) toiset kartat, joilla f :llä on lokaali esitys x:ssä.
Edellä ollut hyvin määrittelytarkastelu osoittaa, ettei kuvaus (2.30) riipu
lähtöpuolen indekseistä. Jos [f(x), j′, b] = [f(x), j,D(ψj ◦ f ◦ φ−1i )(φi(x))a],
niin
b = D(ψj′ ◦ψ−1j )(ψj(f(x)))D(ψj◦f ◦φ−1i )(φi(x))a = D(ψj′ ◦f ◦φ−1i )(φi(x))a.
Tämä osoittaa, ettei kuvaus (2.30) riipu myöskään maalipuolen indekseistä.
Tutkitaan pisteen (φi(x), a) ∈ φi(Ui)× Rn kuvaa kuvauksessa
Tψj ◦ (Tf)ij ◦ (Tφi)−1
(φi(x), a) 7→ [x, i, a] 7→ [f(x), j,D(ψj ◦ f ◦ φ−1i )(φi(x))a]
7→ (ψj(f(x)), D(ψj◦f◦φ−1i )(φi(x))a) = (ψj(f(φ−1i (x))), D(ψj◦f◦φ−1i )(φi(x))a).
Tästä nähdään, että ensimmäinen koordinaattifunktio on määritelmän no-
jalla Cr+1-kuvaus. Toinen koordinaattifunktio on Lemman 2.25 todistuksen
ja sileän kuvauksen määritelmän nojalla Cr-kuvaus.

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Kuvauksen f sileyden johdosta jokaisella x ∈M on olemassa f :n lokaali esi-
tys kartoilla (Ui, φi) (Vj , ψj). Lemman 2.31 nojalla jokaisella tangenttikim-
pun pisteellä [x, i, a] ∈ TM on olemassa yksikäsitteinen kuvaus (Tf)ij . Siis
voidaan määritellä Cr-kuvaus
Tf : TM → TN sellaiseksi, että Tf |TUi = (Tf)ij .
Tätä kuvausta kutsutaan f :n tangenttikuvaukseksi.
Lause 2.32. Olkoon f : M → N sileiden monistojen välinen sileä kuvaus ja
x ∈M . Tällöin tangenttikuvaukselle (Tf) : TM → TN pätee:
1. Tf(TxM) ⊂ Tf(x)N
2. Tf |TxM on lineaarikuvaus.
Kuvausta Tf |TxM : TxM → Tf(x)N merkitään Txf :llä.
Todistus Koska f on sileä, niin on olemassa sen lokaali esitys pisteessä x
kartoilla (Ui, φi) (Vj , ψj). Tällöin TxM ⊂ TUi. Olkoot pisteet
[x, i, a], [x, i, b] ∈ TxM ja α ∈ R. Kaavan (2.30) nojalla väite 1 pätee ja
Tf([x, i, a]+[x, i, b]) = Tf([x, i, a+b]) = [f(x), j,D(ψj◦f◦φ−1i )(φi(x))(a+b)]
= [f(x), j,D(ψj ◦ f ◦ φ−1i )(φi(x))a] + [f(x), j,D(ψj ◦ f ◦ φ−1i )(φi(x))b]
= Tf([x, i, a]) + Tf([x, i, b])
ja
Tf(α[x, i, a]) = Tf([x, i, αa]) = [f(x), j,D(ψj ◦ f ◦ φ−1i )(φi(x))αa]
= [f(x), j, αD(ψj ◦ f ◦ φ−1i )(φi(x))a] = αTf([x, i, a]),
josta seuraa väite 2.

Tutkitaan seuraavaksi, kuinka kahden tangenttikuvauksen yhdistetty kuvaus
käyttäytyy. Aloitetaan tarkastelu merkitsemällä projektiokuvauksia seuraavasti
pM : TM →M ja pN : TN → N.
Lemma 2.33. Sileällä kuvauksella f ja sen tangenttikuvauksella Tf on seu-
raava yhteys
pN ◦ Tf = f ◦ pM .
32
Todistus Olkoon [x, i, a] ∈ TM . Voidaan olettaa, että f :llä on x:ssä lokaali
esitys kartoilla (Ui, ψi) (Vj , ψj). Jos lähtöpuolen indeksi on väärä, niin kor-
vataan [x, i, a] = [x, i′, a′]. Kuvauksen Tf ja projektioiden määritelmien no-
jalla,
(pN ◦ Tf)([x, i, a]) = pN ([f(x), j,D(ψj ◦ f ◦ φ−1i )(φi(x))a])
= f(x) = (f ◦ pM )([x, i, a]).

Lemma 2.34. Moniston M identtisen kuvauksen idM tangenttikuvaus on
idTM .
Todistus Koska mille tahansa pisteelle x ∈ M voidaan valita identtisen
kuvauksen idM lokaali esitys karttana (Ui, φi), kunhan x ∈ Ui, niin väite
seuraa suoraan kaavasta (2.30).

Lemma 2.35. Olkoon f : M → N ja g : N → Q sileiden monistojen välisiä
sileitä kuvauksia. Tällöin Tg ◦ Tf = T (g ◦ f), joka on sileä.
Todistus Lemman 2.16 nojalla kuvaukset
g ◦ f : M → Q ja Tg ◦ Tf : TM → TQ
ovat sileitä. Tällöin Lemman 2.31 nojalla T (g ◦ f) : TM → TQ on hyvin
määritelty ja sileä. Olkoon [x, i, a] ∈ TM . Olkoon g ◦ f :llä lokaali esitys
kartoilla (Ui, φi) (Vj , ψj) pisteessä x. Toisaalta kuvauksella f on lokaali
esitys pisteessä x kartoilla (Ui′ , φi′) (Wk, ϕk) ja kuvauksella g on lokaali esitys
pisteessä f(x) kartoilla (Wk′ , ϕk′) (Vj′ , ψj′). Nyt pätee
x ∈ Ui ∩ Ui′ , f(x) ∈Wk ∩Wk′ ja g(f(x)) ∈ Vj ∩ Vj′ .
Lemman 2.31 nojalla tangenttikuvausten arvot eivät riipu lokaaleista esityk-
sistä. Tällöin
(Tg ◦ Tf)([x, i, a]) = Tg([f(x), k,D(ϕk ◦ f ◦ φ−1i )(φi(x))a])
= [g(f(x)), j,D(ψj ◦ g ◦ ϕ−1k )(ϕk(f(x)))D(ϕk ◦ f ◦ φ−1i )(φi(x))a]
= [g(f(x)), j,D(ψj ◦ g ◦ f ◦ φ−1i )(φi(x))a] = T (g ◦ f)([x, i, a]).

Lause 2.36. Olkoon M ja N sileitä monistoja, x ∈ M ja f : M → N
diﬀeomorﬁsmi. Tällöin pätee:
1. Txf on isomorﬁsmi
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2. Monistot M ja N ovat samanulotteisia.
Todistus Oletuksen nojalla f : M → N ja f−1 : N → M ovat sileitä
kuvauksia. Kahden edellisen lemman nojalla
Tf(x)f
−1 ◦ Txf = Tx(f−1 ◦ f) = Tx(idx) = idTxM .
Koska toinen suunta on vastaava, niin väite 1 seuraa Lauseesta 2.32. Väite
2 seuraa väitteestä 1, sillä vektoriavaruuksien TxM ja Tf(x)N dimensiot
ovat kohdan 1 nojalla samat. Toisaalta tangenttiavaruuden dimensio, joka
nähdään kaavasta (2.28), on sama kuin moniston M dimensio. Tämä osoit-
taa väitteen 2 todeksi.

Lause 2.37. (Käänteiskuvauslause sileille monistoille) Olkoot M ja
N sileitä monistoja, G ⊂M avoin, x ∈ G ja kuvaus f : G→ N sileä. Mikäli
kuvaus Txf : TxM → Tf(x)N on lineaarinen isomorﬁsmi, niin pisteellä x on
sellainen ympäristö U ⊂ G, että f |U : U → f(U) on diﬀeomorﬁsmi.
Todistus Olkoon ψj◦f ◦φ−1i f :n lokaali esitys pisteessä x kartoilla (Ui, φi) ja
(Vj , ψj). Lokaali esitys on oletuksen nojalla sileä kuvaus avoimesta joukosta
φi(U) ⊂ Rn avoimeen joukkoon ψj(V ) ⊂ Rm. Olkoon vektori [x, i, a] ∈ TxM .
Kaavan (2.30) nojalla
Txf([x, i, a]) = [f(x), j,D(ψj ◦ f ◦ φ−1i )(φi(x))a].
Oletuksen nojalla Txf on bijektio, jolloin lineaarikuvauksen
a 7→ D(ψj ◦ f ◦ φ−1i )(φi(x))a
täytyy olla injektio. Oletuksesta Txf on isomorﬁsmi seuraa tangenttiavaruuk-
sien dimensioille dim(TxM) = dim(Tf(x)N), jolloin edellä olleen lineaariku-
vauksen matriisi on kääntyvä neliömatriisi. Lisäksi lokaalin esityksen lähtö-
ja maaliavaruudet ovat samanulotteisia euklidisia avaruuksia.
Yllä oleva tarkastelu mahdollistaa Käänteiskuvauslauseen soveltamisen. Kään-
teiskuvauslauseen nojalla lokaalin esityksen rajoittumalla (ψj ◦f ◦φ−1i )|U ′ on
sileä käänteiskuvaus g : V ′ → U ′, jossa U ′ ja V ′ ovat avoimia. Siis lokaalin
esityksen rajoittuma on diﬀeomorﬁsmi. Joukot φ−1i (U
′) =: U ψ−1j (V
′) = V
ovat avoimia, x ∈ U ja f(U) ⊂ V . Kuvaus f |U on diﬀeomorﬁsmi, sillä se
voidaan esittää diﬀeomorﬁsmien yhdisteenä seuraavasti:
fU = (ψ−1j |V ′ ◦ ψj |V ) ◦ f ◦ (φ−1i |U ′ ◦ φi|U ).

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Määritelmä 2.38. Olkoot M ja N sileitä monistoja, f : M → N sileä
ja x ∈ M . Tällöin kuvauksen f aste pisteessä x on lineaarikuvauksen Txf
matriisin aste eli rankTxf .
Lemma 2.39. Olkoon U ⊂ Rm, x ∈ U ja f : U → Rn sileä. Tällöin
edellinen määritelmä antaa kuvaukselle f pisteessä x ∈ U saman asteen kuin
Määritelmä 1.12.
Todistus Määritelmän 1.12 mukaan f aste pisteessä x on luku rankf ′(x).
Valitaan pisteiden x ja f(x) kartat (Rm, idRm) ja (Rn, idRn). Olkoon
[x, i, a] ∈ TxM . Tällöin Lemman 2.31 ja kaavan (2.30) nojalla pätee, että
Txf([x, i, a]) = [f(x), j, f
′(x)a] joillain i ja j. Edellinen kaava näyttää




Määritellään sileän n-ulotteisen moniston alimonisto.
Määritelmä 2.40. Olkoon (M,Φ) sileä n-monisto ja A ⊂ M . Aliavaruus
A on M :n sileä alimonisto, mikäli on olemassa sellainen luonnollinen luku
0 ≤ k ≤ n, että jokainen A:n piste kuuluu johonkin joukoista U ∩ A, jossa
(U,ϕ) ∈ Φ jolle pätee
U ∩A = ϕ−1Rk,
jossa Rk ⊂ Rn on vektorialiavaruus, jonka vektoreiden viimeiset n− k koor-
dinaattia ovat nollia. Jos M :n kartta (U,ϕ) toteuttaa yllä olevan ehdon, niin
sitä kutsutaan alimonistokartaksi.
Jokaiselle sileän n-moniston (M,Φ) sileälle k-alimonistolleA voidaan määritel-
lä joukko
Φ′A = {(U ∩A,ϕ|U∩A)| (U,ϕ) on alimonistokartta}
Yllä oleva kuvaus ϕ|(U ∩A) : U ∩A→ Rn, on määritelmän nojalla upotus.
Tällöin suoraan määritelmien nojalla A on k-monisto ja Φ′A sen sileä atlas.
Lemman 2.4 nojalla on olemassa diﬀerentioituva struktuuri ΦA, joka sisältää
joukon Φ′A. Siis (A,ΦA) on sileä k-monisto.
Lause 2.41. Olkoon M ⊂ N sileän n-moniston sileä m-ulotteinen alimonis-
to. Tällöin inkluusiokuvaus i : M ↪→ N on sileä.
Todistus Olkoon x ∈M . Alimoniston määritelmän 2.40 nojalla on olemas-
sa N :n kartta (U, φ) jonka karttaympäristölle pätee, että x ∈ U ja kuvaus
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φ|U∩M : U ∩M → Rm on homeomorﬁsmi. Merkitään φ|U∩M = φ′. Inkluu-
siokuvauksen i lokaali esitys kartoilla (U ∩ A, φ′) ja (U, φ) pisteessä x on
(φ ◦ i ◦ φ′−1), joka kuvaa pisteen φ′(x) seuraavasti
φ′(x) = (φ(x)1, . . . , φ(x)m) 7→ (φ(x)1, . . . , φm(x), φm+1(x), . . . φ(x)n) = φ(x).
Tämä kuvaus on sileä, sillä alimoniston määritelmän mukaan φj(x) = 0, kun
j ∈ {m+ 1, . . . , n}, jolloin sen koordinaattikuvaukset ovat sileitä.
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Lause 2.42. Olkoon M ⊂ N n-ulotteisen Cr+1-moniston N k-ulotteinen
Cr+1-alimonisto ja i : M ↪→ N . Tällöin Ti : TM → TN on Cr-upotus ja
Ti(TM) on TN :n Cr-alimonisto.
Todistus Olkoon [x, j, a] ∈ TM .
Lauseen 2.41 nojalla kuvauksella i on lokaali esitys pisteessä x kartoilla
(M ∩Uj , φj |M∩Uj ) ja (Uj , φj). Merkitään (M ∩Uj , φj |M∩Uj ) = (Vj , ψj). Tut-
kitaan pisteen (ψj(x), a) kuvaa kuvauksessa Tφj ◦ Ti ◦ Tψ−1j , joka on Ti:n
lokaali esitys pisteessä [x, j, a] kartoilla (TVj , Tψj) ja (TUj , Tφj)
(ψj(x), a) 7→ ((φj ◦ ψ−1j )(ψj(x)), D(φj ◦ i ◦ ψ−1j )(ψj(x))a)
= ((φj ◦ ψ−1j )(ψj(x)), D(φj ◦ ψ−1j )(ψj(x))a).
Alimoniston määritelmän nojalla (ψj(x), a) voidaan tulkita Rk×Rk:n avoimen
osajoukon ψj(Vj)× Rk pisteeksi. Tällöin yllä oleva kaava näyttää lokaalin
esityksen Tφj ◦ Ti ◦ Tψ−1j olevan Cr-kuvaus. Se näyttää lokaalin esityksen
olevan myös injektio, jolloin Ti = (Tφ−1j ◦Tφj)◦Ti◦ (Tψ−1j ◦Tψj) on jatku-
va injektio. Kuvauksen Ti−1 lokaali esitys on samanlainen kuin Ti:n. Siis Ti
on Cr-upotus.
Tutkitaan, mikä D(φj ◦ ψ−1j )(ψj(x))a on. Merkitään
f =: φj ◦ ψ−1j : Rk ⊃ ψj(Vj)→ φj(Uj) ⊂ Rn.
Tällöin fp(ψj(x)) = φjp(x) jokaisella p ∈ {1, . . . , n}. Täten seuraava yhtälö
on voimassa
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Näin ollen Ti([x, i, a]) = [x, i, (a1, . . . , ak, 0, . . . , 0)]. Siis
Ti(TM) ∩ TUj = φ−1j (Rk × Rk), sillä φj(x) = (φj1(x), . . . , φjk(x), 0 . . . , 0)
oletuksen M on N :n alimonisto nojalla.

Lause 2.43. OlkootM,N Cr-monistoja, A ⊂M n-ulotteinen Cr-alimonisto
ja f : M → N Cr-kuvaus. Tällöin f |A on Cr-kuvaus.
Todistus Merkitään g = f |A. Olkoon x ∈ A ja (U, φ) sellainen alimoniston
A kartta pisteen x ympärillä, että f(U) = g(U) ⊂ V , jossa (V, ψ, ) on kartta
kuvapisteen f(x) ympärillä. Tällaiset kartat löydetään, sillä f on Cr-kuvaus.
Alimoniston määritelmän nojalla kuvauksen g lokaalin esityksen derivaatta-
matriisi D(ψ◦g◦φ−1) on jokin matriisin D(ψ′ ◦f ◦φ′−1) vasemmassa yläkul-
massa olevista alimatriiseista. Tässä pilkulliset kuvaukset ovat niitä, joiden
rajoittumina pilkuttomat on saatu. Koska kuvaus ψ′ ◦ f ◦ φ′−1 on diﬀeren-
tioituva pisteen φ′−1(x) jossain ympäristössäW , niin myös rajoittumakuvaus
ψ◦g◦φ−1 on diﬀerentioituva pisteen φ−1(x) ympäristössäW∩Rn. Vastaavasti
kuvauksen z 7→ D(ψ′ ◦ f ◦ φ′−1)(φ′(z)) jatkuvuus ympäristössä W takaa ku-
vauksen z 7→ D(ψ ◦ g ◦ φ−1)(φ(z)) jatkuvuuden avoimessa joukossa W ∩Rn.
Siis g on C1-kuvaus. Toistamalla samaa ideaa r − 1 kertaa nähdään, että g
on Cr-kuvaus.

2.6 Immersiot, submersiot ja sileät upotukset
Oletetaan seuraavissa määritelmissä, että f : M → N on Cr-monistojen
välinen C1-kuvaus.
Määritelmä 2.44. Kuvaus f on immersiivinen pisteessä x ∈ M , mikäli
lineaarikuvaus Txf on injektio. Jos f on immersiivinen jokaisessa moniston
M pisteessä, niin sitä kutsutaan immersioksi.
Määritelmä 2.45. Kuvaus f on submersiivinen pisteessä x ∈ M , mikäli
lineaarikuvaus Txf on surjektio. Jos f on submersiivinen jokaisessa monis-
ton M pisteessä, niin sitä kutsutaan submersioksi.
Mikäli f on topologinen upotus, joka on lisäksi immersio, niin sitä kutsutaan
sileäksi upotukseksi.
Lemma 2.46. Immersio f on vakioastetta oleva kuvaus.
Todistus Olkoon x ∈M . Oletuksen nojalla Txf : TxM → Tf(x)N on injek-
tio. Silloin Txf : TxM → Txf(TxM) lineaarinen isomorﬁsmi. Tällöin line-
aarikuvauksen Txf matriisi on astetta dimM , sillä rank(Txf) ≤ dimM ja
kuvauksen Txf injektiivisyyden takia se ei voi olla pienempi kuin dimM .
Siis f on vakioastetta dimM oleva kuvaus. 
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Lemma 2.47. Olkoon f : M → N immersio ja z ∈M . Tällöin on olemassa
sellainen pisteen z ympäristö johon rajoitettuna f on injektio.
Todistus Olkoot (U, φ) ja (V, ψ) sellaiset kartat pisteiden z ja f(z) ympäril-
lä, että f(U) ⊂ V . Edellisen lemman nojalla f on vakioastetta dimM = m
oleva kuvaus. Tämähän tarkoitti nimenomaan sitä, että lokaali esitys
ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U)→ ψ(V ) on vakioastetta oleva kuvaus.
Merkitään ψ ◦ f ◦ φ−1 =: f∗. Astelauseen nojalla on olemassa sellaiset pis-
teiden φ(z) ja ψ(f(z)) kartat (U ′, φ′) ja (V ′, ψ′), että kaikilla pisteillä
(x1, . . . , xm) ∈ φ′(U ′) pätee
ψ′ ◦ f∗ ◦ φ′−1((x1, . . . , xm)) = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0).
Tämä osoittaa, että kuvaus ψ′ ◦f∗ ◦φ′−1 on injektio. Silloin f∗|U ′ on injektio
ja näin ollen f |φ−1U ′ on injektio. Siis avoin joukko φ−1U ′ on etsitty pisteen
z ympäristö.

Määritelmä 2.48. Olkoot M ja N sileitä monistoja ja f : M → N . Kuvaus
f on lokaali diﬀeomorﬁsmi, mikäli jokaisella m ∈ M on olemassa sellainen
avoin ympäristö U , että f(U) ⊂ N on avoin ja rajoittumakuvaus
f |U : U → f(U) on diﬀeomorﬁsmi.
Lemma 2.49. Olkoot M ja N sileitä monistoja ja f : M → N . Kuvaus f
on diﬀeomorﬁsmi jos ja vain jos se on bijektiivinen lokaali diﬀeomorﬁsmi.
Todistus Toisen suunnan olessa selvä, riittää tutkia tapausta, jossa kuvaus
f oletetaan bijektiiviseksi lokaaliksi diﬀeomorﬁsmiksi. Koska f on bijektio,
niin käänteiskuvaus f−1 : N → M on olemassa. Olkoon n ∈ N . Tällöin on
olemassa sellainen yksikäsitteinen piste m ∈ M , että f(m) = n. Oletuksen
nojalla on olemassa pisteen m ympäristö U , jossa f on diﬀeomorﬁsmi,
n ∈ f(U) ja f(U) ⊂ N on avoin. Koska f−1|f(U) = f |−1U , niin f−1 on sileä
avoimessa joukossa f(U). Koska tällaiset joukot peittävät moniston N , niin
käänteiskuvaus f−1 on sileä koko monistossa.

Lause 2.50. Olkoot M ja N samanulotteisia sileitä monistoja. Olkoon
f : M → N sileä kuvaus, joka on joko immersio tai submersio. Tällöin f on
lokaali diﬀeomorﬁsmi. Jos f on bijektio, niin se on diﬀeomorﬁsmi.
Todistus Olkoon x ∈M . Koska monistot M ja N ovat samanulotteisia,
niin tangenttiavaruudet TxM ja Tf(x)N ovat samanulotteisia. Olipa kuvaus
f immersio tai submersio, niin tangenttikuvaus Txf : TxM → Tf(x)N on
lineaarinen bijektio.
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Tällöin Sileiden monistojen käänteiskuvauslauseen nojalla on olemassa pis-
teen x ympäristö U , jonka kuva kuvauksessa f on avoin ja f |U on diﬀeo-
morﬁsmi. Tämä osoittaa, että kuvaus f on lokaali diﬀeomorﬁsmi. Jos f on
bijektio, niin edellisen lemman nojalla se on diﬀeomorﬁsmi.

Lause 2.51. Olkoon N Cr-monisto. Osajoukko A ⊂ N on Cr-alimonisto
jos ja vain jos A on jonkin sileän Cr-upotuksen kuva.
Tämä lause karakterisoi alimonistoiksi kelpaavat osajoukot. Ennen sen todis-
tamista osoitetaan muutama aputulos, joiden avulla näytetään Lauseen 2.51
väitteen riittävyys.
Lemma 2.52. Olkoon A ⊂ N ja {Ai ⊂ A : Ai on avoin A:ssa, i ∈ I} =: A
sellainen A:n peite, että Ai ⊂ Ni jokaisella i ∈ I ja Ni ⊂ N avoin. Tällöin
A on N :n Cr-alimonisto jos ja vain jos jokainen joukko Ai on Ni:n C
r-
alimonisto.
Todistus Olkoon N n-ulotteinen Cr-monisto.
Olkoon A moniston N k-ulotteinen Cr-alimonisto. Sen avoin joukko Ai
on sivulla 20 olleen havainnon nojalla myös k-ulotteinen Cr-monisto. Vas-
taavastiNi on n-ulotteinen C
r-monisto. Tällöin Ai:n jokainen kartta on muo-
toa
(U ∩A ∩Ai, (ϕ|U∩A)|Ai) = (U ∩Ai, ϕ|U∩Ai),
jossa (U,ϕ) on sellainen N :n kartta, että A∩U = ϕ−1Rk. Toisaalta moniston
Ni kartat ovat muotoa (V ∩ Ni, φ|V ∩Ni), jossa (V, φ) on mikä tahansa N :n
kartta, joka kohtaa Ni:n. Erityisesti Ni sisältää kaikki sellaisetkin kartat,
joilla
φ(x) = (φ1(x), . . . , φk(x), 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−k
) jokaisella x ∈ Ai ∩ V
Siis Ai on moniston Ni:n alimonisto.
Oletetaan, että Ai on Ni:n k-ulotteinen C
r alimonisto jokaisella i ∈ I. Ole-
tuksen nojalla Ni on avoin. Tällöin jokainen moniston Ni kartta on muotoa
(U ∩ Ni, φ|U∩Ni), jossa (U, φ) on N :n kartta. Koska N on Cr-monisto, niin
sen struktuuri on maksimaalinen. Erityisesti myös (U ∩Ni, φ|U∩Ni) on N :n
kartta.
Tutkitaan k-ulotteisia Cr-monistoja (Ai,Φi) ja osoitetaan, että kaikilla
i, j ∈ I pätee Φi|Ai∩Aj = Φj |Ai∩Aj . Koska Ai on Ni:n alimonisto, niin
Φi ⊂ Ψi|Ai , jossa Ψi on Ni:n struktuuri. Riittää siis osoittaa, että
Ψi|Ni∩Nj = Ψj |Ni∩Nj .
Jos kartta (V, ϕ) ∈ Ψi|Ni∩Nj , niin se on muotoa (U ∩ Ni ∩ Nj , φ|U∩Ni∩Nj ),
jolloin se kuuluu myös Ψj |Ni∩Nj :n. Symmetrisyyden nojalla yllä oleva yhtälö
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pätee.
Alussa oletettiin joukkojen Ai peittävän A:n. Tällöin edellisten kohtien no-
jalla jokaiselle x ∈ A on olemassa sellainen N :n kartta (U, φ), että
x ∈ A ∩ U = φ−1Rk. Tämä on totta, sillä jokainen Ai:n karttaympäristö on
muotoa A∩U = φ−1Rk ja karttakuvaukset yhtyvät leikkausjoukoissa. Siis A
on N :n alimonisto.

Lemma 2.53. Todistus Olkoon N ja N ′ Cr-monistoja ja g : N → N ′
Cr-diﬀeomorﬁsmi. M ⊂ N on Cr-alimonisto jos ja vain jos g(M) ⊂ N ′ on
Cr-alimonisto.
Oletuksista ja Lauseesta 2.36 seuraa, että monistojen N ja N ′ dimensiot ovat
samat.
Olkoon M ⊂ N on k-ulotteinen Cr-alimonisto. Jos x ∈ M , niin oletuksen
nojalla on olemassa sellainen N :n kartta (U, φ), että x ∈ M ∩ U ′ = φ−1Rk.
Tällöin g(U) on avoin ja sisältää g(x):n. Itseasiassa pari (g(U), φ ◦ g−1) on
N ′:n kartta, sillä kuvaus φ◦g−1 on diﬀeomorﬁsmi N ′:n avoimen joukon g(U)
ja Rn:n avoimen joukon φ(U) välillä. Olkoon (V, ψ) sellainen N ′:n struktuu-
rin kartta, että g(x) ∈ V . Koska N :n ja N ′:n atlakset ovat maksimaalisia,
niin kuvaus
(φ ◦ g−1)|g(U)∩V ◦ ψ−1|g(U) = φ|g−1V ◦ g−1 ◦ ψ−1|g(U)
on g−1:n lokaali esitys pisteessä g(x). Lemman 2.14 ja g:n oletusten nojalla
yllä oleva kuvaus on Cr. Toisaalta
ψ−1|g(U) ◦ (φ ◦ g−1)−1|g(U)∩V = ψ−1|g(U) ◦ g ◦ φ−1|g−1V ,
on myös Cr-kuvaus. Siis kartta (g(U), φ◦g−1) on yhteensopiva jokaisen N ′:n
struktuurin kartan kanssa, jolloin taas N ′:n struktuurin maksimaalisuu-den
nojalla (g(U), φ ◦ g−1) on sen Cr-kartta. Siis jokaiselle kuvan g(M) pisteellä
on halutunlainen moniston N ′ kartta.
Koska toinen suunta on symmetrinen, niin väite on todistettu.

Todistus (Lause 2.51) Olkoon A Cr-moniston N Cr-alimonisto. Lauseessa
2.41 osoitettiin inkluusion i : A ↪→ N olevan Cr-kuvaus ja Lauseessa 2.42
osoitettiin Ti:n olevan upotus. Erityisesti se on injektio. Koska i : A ↪→ N
on A:n relatiivitopologian suhteen upotus, niin väite on todistettu.
Oletetaan, että A = f(M), jossa f : M → N on sileä Cr-upotus. Koska
kuvaus f on Cr, niin on olemassa sellaiset karttojen kokoelmat
Φ = {(Mi, φi) : i ∈ I} ja Ψ = {(Ni, ψi) : i ∈ I}, että A ⊂
⋃
i∈I Ni ja
f(Mi) ⊂ Ni. Koska f on upotus, niin f(Mi) on avoin A:ssa, jolloin voidaan
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pienentää karttaympäristöjä Ni sellaiseksi, että f(Mi) = A ∩ Ni. Lemman
2.52 nojalla riittää osoittaa, että f(Mi) on Ni:n alimonisto. Jokainen kart-
takuvaus ψi : Ni → ψi(Ni) on monistojen välinen Cr diﬀeomorﬁsmi. Siis
Lemman 2.53 nojalla riittää osoittaa, että ψi(f(Mi)) on Rn:n alimonisto.
Merkitään:
Ui = φi(Mi) ⊂ Rm ja fi := ψi ◦ f ◦ φ−1i : Ui → Rn.
Edellä olleen nojalla fi on C
r-upotus ja fi(Ui) = ψi(f(Mi)). Luku m on kor-
keintaan n, sillä muulloin fi yhdistettynä sopivaan homeomorﬁsmiin upot-
taisi suurempiulotteisen euklidisen avaruuden pienempään.
Jos x ∈M , niin TxM on m-ulotteinen vektoriavaruus, jolloin Lemman 2.46
nojalla f on vakioastetta m oleva kuvaus. Koska φi ja ψi ovat diﬀeomorﬁs-
meja, niin kuvaus fi on vakioastetta m.
Astelauseen 1.16 nojalla jokaisella u ∈ fi(Ui) on olemassa sellainen kartta
(Vu, ϕu), että ϕu(y) ∈ Rm ⊂ Rn, kun y ∈ Vu ∩ fi(Ui).

Määritelmä 2.54. Olkoon f : M → N C1-kuvaus ja x ∈ M . Pistettä x
kutsutaan säännölliseksi, mikäli f on submersiivinen pisteessä x. Jos x ei
ole säännöllinen, niin sitä kutsutaan kriittiseksi. Pistettä y ∈ N kutsutaan
kriittiseksi arvoksi, mikäli on olemassa sellainen kriittinen piste x, että
y = f(x). Jos y ∈ N ei ole kriittinen arvo, niin silloin se on säännöllinen
arvo.
Lause 2.55. Olkoon f : M → N sileä, dimM = m dimN = n ja m ≥ n.
Jos y ∈ N on säännöllinen arvo, niin tällöin f−1{y} ⊂M on sileä (m−n)-
ulotteinen alimonisto.
Todistus Jos f−1{y} = ∅, niin väite on selvä. Oletetaan, että f−1{y} 6= ∅.
Olkoon x ∈ f−1{y}. Määritelmän 2.54 nojalla x on säännöllinen piste, jolloin
Txf : TxM → TyN on surjektio. Silloin vektoriavaruuden TyN dimensio on
korkeintaan TxM :n dimensio. Kuvaus f |f−1{y} on vakioastetta dimTyN = n,
sillä kuvauksen f aste voi olla korkeintaan n jokaisessa pisteessä ja edellisen
havainnon perusteella se on kussakin pisteessä vähintään n.
Koska f on sileä kuvaus, niin on olemassa sellaiset kartat (Mi, φi) x:n ym-
pärillä ja (Nj , ψj) y:n ympärillä, että f(Mi) ⊂ Nj . Tangenttikuvauksen Txf
arvo pisteessä [x, i, a] on kaavan (2.30) nojalla [f(x), j,D(ψj◦f◦φ−1i )(φi(x))a].
Merkitään D(ψj ◦f ◦φ−1i )(φi(x)) = A. Tällöin rankA = n. Lisäksi A sisältää
sellaisen n× n-alimatriisin Aφi(x), joka on kääntyvä.
Sileiden kuvausten Määritelmän nojalla lokaali esitys ψj ◦ f ◦ φ−1i on jatku-
vasti diﬀerentioituva, jolloin matriisin A jokaisen solun osittaisderivaatta on
jatkuva. Koska determinanttikuvaus on jatkuva ja Aφi(x) on kääntyvä neliö-
matriisi, niin jossain φi(x):n ympäristössä Ux ⊂ φi(Mi) matriisin
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D(ψj ◦ f ◦ φ−1i )(z) vastaava alimatriisi Az on kääntyvä kun z ∈ Ux. Koska
Az on n × n neliömatriisi n × m matriisin D(ψj ◦ f ◦ φ−1i )(z) sisällä, niin
täytyy rankD(ψj ◦ f ◦ φ−1i )(z) = n. Siis (ψj ◦ f ◦ φ−1i )|Ux on vakioastetta n.
Merkitään Mi ∩ f−1{y} =: Bi ja ∪x∈BiUx =: U , jolloin voidaan olettaa,
että Mi = φ
−1
i U ja φi = φi|φ−1i U . Karttaympäristö Mi on avoin monistossa
M , jolloin Bi on avoin alkukuvajoukossa f
−1{y} ja Bi ∈ Mi. Lemman 2.52
nojalla riittää osoittaa, että Bi on Mi:n alimonisto. Koska karttakuvaus φi
on diﬀeomorﬁsmi, niin Lemman 2.53 nojalla riittää osoittaa, että φi(Bi) on
joukon U alimonisto.
Olkoon fi = (ψj ◦ f ◦ φ−1i ). Tällöin fi : U → Rn on vakioastetta n oleva
sileä kuvaus. Olkoon p ∈ φi(Bi), jolloin Astelauseen nojalla olemassa sel-
laiset kartat (Vp, ϕp) ja (Wp, ϕ
′
p) pisteiden p ja fi(p) ympärillä, että Vp ⊂ U
ja jokaisella z ∈ Vp
(ϕ′p ◦ fi ◦ ϕ−1p )(z1, . . . , zn, zn+1, . . . , zm) = (z1, . . . , zn). (2.56)
Koska siirrot ovat sileitä bijektioita, niin voidaan olettaa, että ϕp(p) = 0 ja
ϕ′p(fi(p)) = 0. Jos r ∈ φi(Bi) ∩ Vp, niin kaavan (2.56) nojalla
ϕp(r) = (0, . . . , 0, ϕp(rn+1), . . . , ϕp(rm)) ja φi(Bi)∩Vp ⊂ ϕ−1p Rm−n. Toisaal-
ta alkukuvan määritelmän ja kaavan (2.56) nojalla ei joukossa ϕ−1Rm−n voi
olla muita pisteitä.
Siis φi(Bi) on joukon U sileä (m− n)-ulotteinen alimonisto.

Määritelmä 2.57. Olkoon A ⊂ N sileä alimonisto ja f : M → N sileä
kuvaus. Kuvauksen f sanotaan olevan poikittainen alimonistoon A nähden,
mikäli jokaisella x ∈M jolle f(x) = y ∈ A pätee
TyA+ Txf(TxM) = TyN. (2.58)
Toisin sanoen joukot TyA ja Txf(TxM) virittävät pisteen y tangenttiava-
ruuden TyN .
Määritelmän joukolla TyA tarkoitetaan pisteen y tangenttiavaruutta ali-
moniston A suhteen. Yleisesti tangenttiavaruus TyM määriteltiin projek-
tiokuvauksen pM : TM → M, pM ([y, i, a]) 7→ y alkukuvana pisteestä y.
Se on n-ulotteinen vektoriavaruus, mikäli M on n-ulotteinen sileä monisto.
Jos A ⊂ M on sileä k-ulotteinen alimonisto ja y ∈ A, niin tangenttiava-
ruus TyA pisteessä y alimoniston A suhteen määritellään vastaavasti pro-
jektion pA avulla. Jos [y, i, a] ∈ TyA, niin indeksi i vastaa jotain alimonis-
tokarttaa ja a ∈ Rk. Koska Rk voidaan tulkita suurempiulotteisen euklidi-
sen avaruuden Rn aliavaruudeksi, niin voidaan ajatella, että a on muotoa
a = (a1, . . . , ak, 0, . . . , 0).
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Yllä olevan perusteella voidaan aina olettaa, että TyA ⊂ TyN ja, että tämä
on sen aliavaruus. Näin ollen Määritelmä 2.57 on järkevä, sillä aikaisemmin
on osoitettu, että Txf(TxM) ⊂ TyN on lineaarinen aliavaruus.
Lause 2.59. Olkoon A ⊂ N sileä alimonisto ja f : M → N sileä kuvaus.
Jos f on poikittainen alimonistoon A nähden, niin f−1A on moniston M
alimonisto.
Todistus Olkoon x ∈ f−1A ja A q-ulotteinen. Merkitään f(x) = y. Koska
f on sileä, niin on olemassa sellaiset kartat (U ′, φ) ja (V ′, ψ) pisteiden x ja
y ympärillä, että f(U ′) ⊂ V ′.
Olkoon p = n − q. Kuten kahdessa aiemmassa todistuksessa, niin myös nyt
voidaan lemmojen 2.52 ja 2.53 nojalla olettaa, että A = ψ(A ∩ V ′) ⊂ Rn.
Koska ψ(V ′) on avoin joukossa Rn, niin sen jokaisella pisteellä on olemas-
sa laatikkoympäristö U × V ⊂ Rq × Rp. Laatikkoympäristöjen joukko on
erityisesti A:n peite, jolloin jokaisella laatikkoympäristöllä leikkausjoukko
A∩(U×V ) on n-ulotteisen moniston ψ(V ′) q-ulotteinen alimonisto. Tekemäl-
lä sopiva siirto voidaan olettaa, että ψ(V ′) on origon ympäristö. Koska A on
alimonisto, niin edellä olleen perusteella voidaan olettaa, että A = U × {0}.
Pisteen x mielivaltaisuuden johdosta riittää osoittaa, että sillä on alimonis-
tokarttaympäristö. Siis voidaan olettaa, että f : M → U × V .
Määritellään sileä kuvaus
g : M
f→ U × V pr2→ V.
Osoitetaan seuraavaksi, että f on poikittainen alimonistoon U ×{0} nähden
täsmälleen silloin, kun 0 on kuvauksen g säännöllinen arvo. Tästä nimittäin
seuraa, että f−1(U×{0}) = g−1{0}, jolloin väite seuraa edellisestä lauseesta.
1. Olkoon x ∈ g−1{0} ja 0 g:n säännöllinen arvo. Merkitään f(x) = y.
Kirjoitetaan auki, mitä joukot Txf(TxM) ja Ty(U × {0}) ovat.
Txf(TxM) = {[y, i, a] ∈ Ty(U × V ) : a ∈ Rn}
Ty(U × {0}) = {[y, i, b] ∈ T (U × {0}) : b ∈ Rq}
Kuvauksen g määritelmän nojalla saadaan tangenttikuvaukselle Txg
esitys muodossa Txg = Typr2◦Txf , jolloin oletuksen nojalla rajoittuma
Typr2 : Txf(TxM) → T0V on surjektio. Näin ollen vektoriavaruuksille
Txf(TxM) ja T0V pätee
dimTxf(TxM) ≥ dimT0V = p.
Koska vektoriavaruuden Ty(U × {0}) dimensio on q, niin tällöin se ja
Txf(TxM) virittävät avaruuden Ty(U × V ).
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2. Olkoot f poikittainen alimonistoon U ×{0} nähden ja piste x alkuku-
vassa f−1(U × {0}). Merkitään taas y = f(x), jolloin pätee
Ty(U × {0}) + Txf(TxM) = Ty(U × V ).
Edellisestä kohdassa todettiin vektoriavaruuden Ty(U×{0}) dimension
olevan q. Näin ollen oletuksen nojalla pätee
dimTxf(TxM) ≥ n− q = p.
Vektoriavaruus Ty(U × {0}) voidaan ajatella aliavaruudeksi Rq ⊂ Rn.
Koska se ja Txf(TxM) virittävät koko avaruuden Rn, niin aliavaruu-
den Rp täytyy sisältyä avaruuteen Txf(TxM). Koska tangenttiavaruu-
den dimensio on sama kuin sen alla olevan moniston dimensio, niin
kuvajoukon f(M) täytyy sisältää joukko A × V , jossa A ⊂ U . Näin
ollen g on surjektio, sillä sen jälkimmäinen komponenttikuvaus on 2-
projektio.
Tarkastellaan, millaisen tangenttikuvauksen 2-projektio indusoi. Kaa-
van (2.30) nojalla tangenttikuvaukselle Typr2 pätee
Typr2([y, i, a]) = [pr2(y), j,D(ψj ◦ pr2 ◦ φ−1i )(φi(y))a],
jossa ψj ja φi ovat joitain karttakuvauksia. Lemman 2.31 nojalla näiksi
voidaan valita sopivat identtisten kuvausten rajoittumat. Näin ollen
viimeisin osa pisteessä Typr2([y, i, a]) voidaan kirjoittaa muodossa
D(idp ◦ pr2 ◦ (idn)−1)(y)a = Aa = (aq+1, . . . , an) ∈ Rp.
Tässä A on sellainen n× p matriisi, jossa oikeassa alakulmassa on Ipp
ja muualla nollia. Siis Txg = Typr2 ◦ Txf on surjektio, jolloin 0 on
kuvauksen g säännöllinen arvo.

2.7 Monistojen parakompaktius
Palautetaan mieleen pre- ja parakompaktiuden käsitteet. Topologisen avaruu-
den X osajoukko U ⊂ X on prekompakti jos ja vain jos U ⊂ X on kompakti.
Parakompaktius tarkoittaa sitä, että jokaisella avaruuden X avoimella peit-
teellä on olemassa lokaalisti äärellinen avoin hienonnus.
Kerrataan vielä käsitteet lokaalisti äärellinen ja hienonnus. Avaruuden X
osajoukkojen kokoelmaa U kutsutaan lokaalisti äärelliseksi, mikäli jokaisel-
la avaruuden X pisteellä on olemassa sellainen ympäristö, joka leikkaa vain
äärellisen montaa kokoelman U joukkoa. Avaruuden X peite P on peitteen
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A hienonnus, mikäli jokaisella P ∈ P on olemassa sellainen A ∈ A, että pä-
tee P ⊂ A.
Tämän kappaleen päätuloksessa näytetään, että jokaisella topologisella monis-
tolla on sellainen numeroituva lokaalisti äärellinen atlas, että sen jokainen
karttaympäristö sisältää sellaisen prekompaktin joukon, jotka vielä peittävät
koko moniston. Tämä on erittäin hyödyllinen tulos, jonka avulla voidaan
muun muassa jatkaa sileän moniston karttakuvauksia sileästi yli koko monis-
ton.
Lemma 2.60. Olkoon M topologinen monisto ja U sen peite, joka koos-
tuu avoimista ja prekompakteista joukoista. Tällöin kokoelma U on lokaalisti
äärellinen täsmälleen silloin, kun kukin peitteen U joukko leikkaa vain äärel-
lisen montaa perheen muista joukoista.
Todistus Oletetaan, että kukin peitteen U joukko leikkaa vain äärellisen
montaa perheen muista joukoista. Olkoon m ∈ M . Koska U on moniston
M peite, niin on olemassa U ∈ U , joka sisältää pisteen m. Koska U on
avoin, niin se on pisteen m ympäristö. Tällöin oletuksen nojalla ympäristö
U ei voi leikata kuin korkeintaan äärellisen monen perheen U joukkon kanssa.
Olkoon kokoelma U lokaalisti äärellinen ja U ∈ U . Olkoon u ∈ U . Koska per-
he U on lokaalisti äärellinen, niin pisteellä u on ympäristö Uu, joka kohtaa
vain N(u) < ∞ kappaletta perheen U joukoista. Tällöin kokoelma (Uu)u∈U
on kompaktin joukon U avoin peite. Olkoon (Ui)i∈{1,...,k} tämän peitteen
äärellinen osapeite. Tämä joukko voi kohdata korkeintaan
∑k
i=1N(i) kap-
paletta perheen U joukoista. Koska U sisältyy tähän joukkoon, niin sama
pätee myös sille.

Lemma 2.61. Jokaisella topologisella monistolla on numeroituva kanta, jo-
ka koostuu prekompakteista kuulista.
Todistus OlkoonM topologinen n-monisto. Osoitetaan väite kahdessa osas-
sa. Oletetaan ensiksi, että on olemassa globaali moniston M kartta (M,ϕ),
jossa kuvaus ϕ : M → U on homeomorﬁsmi avoimelle joukolle U ⊂ Rn.
Merkitään symbolilla B kaikkia niitä avoimeen joukkoon U sisältyviä avoimia
kuulia, joilla on rationaalinen säde ja keskipisteen koordinaatit ovat ratio-
naalisia. Kokoelma B on joukon U numeroituva, prekompakti kanta. Koska
kuvaus ϕ on homeomorﬁsmi, niin joukko {ϕ(B)−1 : B ∈ B} on etsitty monis-
ton M kanta.
Olkoon M mikä tahansa topologinen monisto ja A sen atlas. Koska jokainen
N2-avaruus on Lindelöﬁn avaruus ja atlaksen A karttaympäristöt muodosta-
vat moniston M avoimen peitteen, niin sillä on olemassa numeroituva osa-
peite A′. Peite A′ on myös moniston M atlas. Soveltamalla ensimmäistä
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osaa atlaksen A′ karttoihin saadaan jokaiseen atlaksen A′ karttaympäristöön
numeroituva kanta. Jos BU on atlakseen A′ kuuluvan karttaympäristön U
numeroituva kanta, niin tälläisten kokoelmien BU yhdiste, jota merkitään
symbolilla B, on numeroituva. Kokoelma B on lisäksi moniston M kanta.
Olkoon U jokin atlaksen A′ karttaympäristö ja V ⊂ U kannan B alkio.
Todistuksen ensimmäisen kappaleen nojalla clU (V ) on kompakti karttaym-
päristön U relatiivitopologiassa. Tällöin se on kompakti myös moniston M
topologiassa, sillä inkluusiokuvaus i : U →M on jatkuva. Koska Hausdorﬃn
avaruuksien kompaktit joukot ovat myös suljettuja, niin clU (V ) on suljettu
moniston M topologiassa. Siis clM (V ) = clU (V ), joka osoittaa, että V on
prekompakti myös monistossa M .

Lemma 2.62. Jokaisella topologisella monistolla on numeroituva, prekom-
pakti, avoin ja lokaalisti äärellinen peite.
Todistus Olkoon M topologinen monisto. Edellisen lemman nojalla on ole-
massa moniston M numeroituva, prekompakti, avoin peite (Bi)
∞
i=1. Osoite-
taan, että on olemassa sellainen numeroituva peite (Ui)
∞
i=1, että
1. Ui ⊂M on avoin ja prekompakti kaikilla i ∈ N
2. Ui−1 ⊂ Ui kaikilla i ≥ 2
3. Bi ⊂ Ui kaikilla i ∈ N.
Asetetaan, että U1 = B1 ja oletetaan, että joukot U1, . . . , Uk on jo valittu.
Koska Uk on kompakti, niin on olemassa sellainen luku mk, että




Asetetaan, että Uk+1 =
⋃mk
i=1Bi. Tällä valinnalla Uk+1 toteuttaa ehdot 1 ja
2. Luvun mk valinnan takia myös ehto 3 toteutuu. Näin ollen perhe (Ui)
∞
i=1






Ui jos i = 1, 2
Ui\Ui−2 jos i > 2.
Koska Vi ⊂ Ui, niin Vi on prekompakti. Olkoon x ∈ M ja p pienin indeksi,
jolla x ∈ Up. Luvun p minimaalisuuden takia x ∈ Vp. Lisäksi perheen (Vi)∞i=1
konstruktiosta seuraa, että Vp ∩ Vm = ∅, mikäli m 6= p − 1, p, p + 1.
Koska edellä oleva osoittaa perheen (Vi)
∞
i=1 olevan moniston M avoin peite,
niin voidaan lokaalin äärellisyyden ehdossa mainituksi pisteen x ympäristöksi
valita joukko Vp. 
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Lause 2.63. Olkoon X n-ulotteisen topologisen moniston M peite. Tällöin
on olemassa peitteen X avoin hienonnus (Wi)i∈I , joka toteuttaa seuraavat
ehdot.
1. Peite (Wi)i∈I on numeroituva ja lokaalisti äärellinen.
2. Jokaisella Wi ∈ (Wi)i∈I on olemassa sellainen karttakuvaus
φ : Wi → Rn, että φ(Wi) = B(0, 3).
3. Perhe (Ui)i∈I , jossa Ui = φ−1i B(0, 1), on edelleen moniston M peite.
Erityisesti jokainen topologinen monisto on parakompakti.
Todistus Olkoon X mikä tahansa topologisen moniston M avoin peite.
Olkoon V edellisessä lemmassa löydetty avoin, prekompakti ja lokaalisti äärelli-




{V ∈ V : x ∈ V } ∩X,
joka on pisteen x avoin ympäristö ja sisältyy joukkoon X. Koska monistolla
M on kanta, joka koostuu avaruuden Rn kuulien alkukuvista karttakuvausten
suhteen, niin voidaan joukko Wx kutistaa jonkin kuulan alkukuvaksi. Täksi
kuulaksi voidaan valita B(0, 3), sillä venytykset ja siirrot ovat diﬀeomorﬁs-
meja. Eli merkitään Wx = φ
−1
x B(0, 3). Tällöin pätevät seuraavat asiat.
• Jos x ∈ Vj , niin Wx ⊂ Vj .
• Wx ⊂ X ∈ X
• Pari (Wx, φx), kun φx : Wx → B(0, 3), on kartta pisteen x ympärillä.
Merkitään Ux := φ
−1
x B(0, 1) ⊂Wx. Olkoon k ∈ N. Koska joukko Vk on kom-
pakti ja perhe {Ux : x ∈ Vk} on sen avoin peite, niin on olemassa joukon
Vk äärellinen osapeite {U1k , . . . , Umkk } ⊂ {Ux : x ∈ Vk}. Merkitään näi-
hin joukkoihin liittyviä joukkoja Wx vastaavasti {W 1k , . . . ,Wmkk }. Näin ollen
perhe
W := {W ik : k ∈ N, i ∈ {1, . . . ,mk}}
on peitteen X avoin numeroituva hienonnus, joka täyttää etsityn peitteen
ehdot 2 ja 3.
Osoitetaan vielä, että W on lokaalisti äärellinen. Olkoon x ∈ M . Oletuk-
sen nojalla avoin peite V oli lokaalisti äärellinen, avoin ja prekompakti, jol-
loin Lemman 2.60 nojalla on olemassa sellainen, pisteen x ympäristö V ∈ V,
että V ′ := {V ′ ∈ V : V ∩ V ′ 6= ∅} on äärellinen. Koska jokainen perheen W
joukko sisältyy johonkin perheen V joukkoon, niin joukolle W ∈ W pätee
W ∩ V 6= ∅ vain jos on olemassa sellainen V ′ ∈ V ′, että W ⊂ V ′. Koska
jokaista V ′ ∈ V ′ kohti valittiin peitteeseen W vain äärellisen monta jäsentä,




Tässä luvussa osoitetaan, että jokainen kompakti n-ulotteinen Cr-monisto,
jossa r ≥ 2, voidaan upottaa sileästi euklidiseen avaruuteen, jonka dimensio
on 2n + 1. Oletetaan tästä eteenpäin, että sileällä monistolla tarkoitetaan
sellaista Cr-monistoa, jossa r ≥ 2.
3.1 Töyssyfunktio ja Whitneyn heikon upotuslauseen
pohja
Lemma 3.1. Olkoon α : R→ R se kuvaus, joka määritellään kaavalla
α(x) =
{
0 jos x ≤ 0
e−
1
x jos x > 0.
Tällöin se on C∞-kuvaus.
Todistus Kuvauksen αmääritelmästä nähdään, että se on C∞-kuvaus joukos-
sa R\{0}. Osoitetaan siis, että kuvaus α(k) on olemassa ja jatkuva nollassa
jokaisella k ∈ N. Merkintä α(k) tarkoittaa kuvauksen α k. derivaattaa ja






t , kun t > 0,
jossa pk on polynomi. Ensinnäkin α on jatkuva nollassa, sillä vasemmalta










Induktion alkuaskel pätee, sillä kuvaus t 7→ e− 1t voidaan triviaalisti kirjoit-
taa halutussa muodossa valitsemalla polynomiksi p0 vakiopolynomi 1.
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t , kun t > 0.
Olkoon t > 0. Osoitetaan, että α(k+1) on olemassa ja jatkuva nollassa. Koska
limt→0+ e
− 1








































Koska kuvauksen α(k) vasemmanpuoleinen derivaatta nollassa on nolla, niin
riittää osoittaa, että sen oikean puoleinen derivaatta nollassa on myös nolla.





















sillä polynomit ovat jatkuvia ja rajoitettuja nollan pienissä ympäristöissä.
Siis kuvaus α(k) on derivoituva nollassa. Lisäksi tämä tarkastelu osoittaa,
että α(k) on jatkuva nollassa. Osoitetaan vielä, että kuvaus α(k+1) on oikeaa
muotoa.






































joka on oikeaa muotoa, sillä polynomin derivaatta on polynomi.

Lemma 3.2. (Töyssyfunktio). Olkoon b > a > 0. On olemassa C∞-
kuvaus λ : Rn → [0, 1], jolle pätee
1. Jos |x| ≤ a, niin λ(x) = 1.
2. Jos a < |x| < b, niin λ(x) ∈]0, 1[.
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3. Jos |x| ≥ b, niin λ(x) = 0.
Todistus Rakennetaan haluttu kuvaus paloista. Olkoon kuvaus
α : R→ R sama kuin edellisessä lemmassa. Määritellään seuraavaksi kuvaus
β : R→ R kaavalla
β(x) = α(x− a)α(b− x).
Tällöin β on C∞ kuvaus ja jollakin M ≥ 0 pätee
β(x) ∈
{ {0} jos x ≤ a tai x ≥ b
]0,M ] jos a < x < b.






Ensinnäkin se on C∞, sillä β on tasaisesti jatkuva, jolloin derivointi voidaan




{1} jos x ≤ a
]0, 1[ jos a < x < b.
{0} jos x ≥ b.
Lopuksi määritellään haluttu kuvaus λ : Rn → [0, 1] kaavalla
λ(x) = γ(|x|).






kun |x| ≥ a > 0 ja muulloin λ on vakiokuvaus 1.

Lause 3.3. OlkoonM kompakti sileä monisto. Tällöin on olemassa sellainen
luku q ∈ N, että M voidaan upottaa sileästi avaruuteen Rq.
Todistus Olkoon m moniston M dimensio. Lauseen 2.63 nojalla monistolla
M on olemassa sellainen atlas ((Wi, φi))i∈I , jolle pätee:
1. Kartat (Wi, φi) ovat sellaisia, että karttakuvaus φi on muotoa
φi : Wi → B(0, 3) ⊂ Rm.
2. Perhe (Ui)i∈I , jossa Ui = φ−1i B(0, 1), on edelleen moniston M peite.
Lisäksi φ−1i (B(0, 2)) = φ
−1
i (B(0, 2)) ⊂Wi.
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Koska monistoM oletettiin kompaktiksi, niin voidaan indeksijoukoksi I vali-
ta joukko {1, . . . , n}. Merkitään B(r) = B(0, r) ⊂ Rm. Lemman 3.2 nojalla
on olemassa sellainen C∞-funktio λ : Rm → [0, 1], että
λ(x) =

1 jos x ∈ B(1)
t ∈]0, 1[ jos 1 < |x| < 2
0 jos x ∈ Rm\B(2).
Näin ollen yhdistämällä λ jokaiseen atlaksen {(Wi, φi) : 1 ≤ i ≤ n} kart-




(λ ◦ φi)(x) jos x ∈Wi
0 jos x ∈M\Wi.
Määritellään seuraavaksi sileä kuvaus fi : M → Rm kaavalla
fi(x) =
{
λi(x)φi(x) jos x ∈Wi
0 jos x ∈M\Wi. (3.4)
Haluttu sileä upotus saadaan kuvauksesta g : M → Rn(m+1), jossa koor-
dinaattikuvaus gi : M → Rm+1, 1 ≤ i ≤ n, määritellään kuvauksena
gi(x) = (fi(x), λi(x)).
Tarkastetaan vielä, että g on oikeanlainen. Merkitään Bi = λ
−1
i {1} ⊂ Wi,
jolloin funktion λ määritelmän nojalla pätee
Bi = Ui jolloin int Bi = Ui. (3.5)
Atlaksen ((Wi, φi))i∈I ominaisuuden (2) johdosta {Bi : 1 ≤ i ≤ n} on monis-
ton M peite. Käydään läpi tarvittavat neljä ehtoa.
1. Selvästikin g on sileä kuvaus.
2. Olkoon x, y ∈ M, x 6= y ja y ∈ Bi. Jos x ∈ Bi, niin g(x) 6= g(y),
sillä fi|Bi = φi|Bi . Jos x /∈ Bi, niin λi(y) = 1 mutta λi(x) < 1. Siis
g(x) 6= g(y). On osoitettu, että g on injektio.
3. Koska M on kompakti, Rn(m+1) on Hausdorﬀ ja g jatkuva bijektio
kuvalleen, niin se on upotus.
4. Olkoon x ∈ M . Tällöin x ∈ int Bi, jollain i ∈ {1, 2, . . . n}. Kuvauksen
fi määritelmän nojalla fi(x) = φi(x). Kaavan (3.5) ja Lemman 2.31
nojalla sekä valitsemalla kartat (int Bi, φi|int Bi) ja (Rm, idRm) saadaan
kaavan (2.30) viimeisen koordinaatin kohdalle, jokaisella a ∈ Rm
D(idRm ◦ φi ◦ φ−1i )(φi(x))a = D(idRm)(φi(x))a = Imma = a.
Siis lineaarikuvaus Txfi on bijektio. Lineaarikuvauksen
Txg : TxM → Tg(x)Rn(m+1) aste onm, sillä se on kuvauksen fi johdosta
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vähintään m ja vektoriavaruuden TxM dimension m takia korkeintaan
m. Lineaarikuvauksen Txg täytyy silloin olla injektio. Näin ollen g on
immersiivinen pisteessä x, jolloin se on immersio.

3.2 Euklidisen avaruuden alimonistot
Edellisen kappaleen viimeisessä Lauseessa 3.3 osoitettiin, että jokainen kom-
pakti sileä monisto voidaan upottaa sileästi johonkin euklidiseen avaruuteen
Rq. Lauseen 2.51 nojalla kompaktit sileät monistot voidaan tulkita euk-
lidisen avaruuden alimonistoiksi. Tässä vaiheessa onkin paikallaan pohtia
yksityiskohtaisemmin, millaisia euklidisen avaruuden alimonistot oikeastaan
ovat. Tavoitteena on konkretisoida abstraktia tangenttikimpun käsitettä ja
saada siitä tässä tapauksessa helpommin lähestyttävä.
Olkoon M ⊂ Rq m-ulotteinen alimonisto. Alimoniston määritelmän nojalla
jokaisella x ∈M on olemasssa sellainen ympäristö Ux, joka on muotoa
Ux = Vx ∩M = φ−1x Rm,
jossa (Vx, φx) on kartta pisteen x ympärillä monistossa Rq. Karttakuvaus φx
on diﬀeomorﬁsmi, jolloin sen aste on q. Kirjoitetaan tämän kuvauksen arvo
pisteessä z ∈ Ux. Alimoniston määritelmän nojalla
φx(z) = (φ1(z), . . . , φm(z), 0 . . . , 0).
Määritellään uusi kuvaus
ϕx = pr ◦ φx : Vx → Rk, ϕx(z) = (φm+1(z), . . . , φm+k(z)),
jossa pr((x1, . . . xm, xm+1, . . . , xm+k)) = (xm+1, . . . , xm+k) ja k = q − m.
Tämä kuvaus on sileiden kuvausten yhdisteenä sileä, sen aste on k ja erityi-
sesti Ux = ϕ
−1
x {0}. Tällöin on osoitettu, että euklidisen avaruuden Rq sileä




{ϕ−1x {0}| ϕx : Vx → Rk, on sileä ja astetta k oleva kuvaus}.
Toisaalta voidaan lähteä liikkeelle myös astetta k olevista sileistä funktiosta
f : U → Rk, jossa U ⊂ Rq avoin. Olkoon F kokoelma tällaisiä funktioita, jolle





g−1{0}) ∩Gf = f−1{0}.
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Jos f ∈ F , niin se on submersio joukossa U . Siis Lauseen 2.55 nojalla




−1{0}) on tällöin avaruuden Rq alimonisto.
Edellä ollut päättely osoittaa, että alimonistoilla ja vakioastetta olevilla
kuvauksilla on euklidisissa avaruuksissa molemminpuoleinen yhteys, joka
voidaan muotoilla lauseeksi.





jossa F on sellainen kokoelma astetta q−m olevia kuvauksia, että jokaisella
f ∈ F alkukuva f−1{0} on avoin joukon M relatiivitopologiassa.

Tutkitaan seuraavaksi alimoniston M karttoja. Olkoot M m-ulotteinen ali-
monisto avaruudessa Rq, x ∈ M ja (V, ϕ) sellainen moniston Rq kartta pis-
teen x ympärillä, että (V ∩M,ϕ|M ) on alimonistokartta. Merkitään kuvauk-
seen ϕ yhdistettyä projektiota avaruuteen Rk kuvauksella f : V → Rk. Ku-
vaus f on tällöin sileä sekä astetta k. Lisäksi f(x) = 0. Merkitään avaruuden
Rq pisteitä muodossa (z, y) ∈ Rm × Rk. Tällöin kuvauksen f määritelmän
johdosta Implisiittifunktiolauseen oletukset ovat voimassa ja on olemassa
pisteen x ympäristö U ×W ⊂ V avaruudessa Rq ja sellainen yksikäsitteinen
sileä kuvaus g : U → W , että g(z) = y täsmälleen silloin kun f(z, y) = 0.
Koska (V ∩M,ϕ|M ) on alimonistokartta, niin pätee
{(z, g(z)) : z ∈ U} = f−1{0} ∩ (U ×W ) ⊂M.
Merkitään U ′ := f−1{0} ∩ (U ×W ) ja asetetaan kuvaukset
φ : U ′ → Rm, φ(z, g(z)) = z
sekä
F : U ×W → Rm+k, F (z) = (pr(z), f(z))
jossa pr(z) on projektio avaruuteen Rm. Tällöin kuvaus F on sileä ja
F |U ′ = (φ, f |U ′). Koska projektiokuvaus pr on astetta m ja f astetta k, niin
F on astetta m + k oleva kuvaus. Tällöin Astelauseen nojalla F on diﬀeo-
morﬁsmi. Silloin pari (U ×W,F ) on moniston Rq kartta pisteen x ympärillä.
Tästä seuraa, että (U ′, φ) on kartta pisteen x ympärillä alimonistossa M ,
sillä
f−1{0} ∩ (U ×W ) = F−1Rm
ja
U ′ = f−1{0}∩(U×W ) = ϕ−1Rm∩(U×W ) = M∩V ∩(U×W ) = M∩(U×W ).
Tämä päättely todistaa seuraavan lauseen.
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Lause 3.7. Jos M on euklidisen avaruuden Rq m-ulotteinen alimonisto,
niin sillä on olemassa sellainen alimonistoatlas (Ui, φi)i∈I , että jokaisella
indeksillä i ∈ I karttakuvaukselle φi pätee φi((z1, . . . , zq)) = (z1, . . . , zm)
kaikilla (z1, . . . , zq) ∈ Ui.

Esitetään seuraavaksi vaihtoehtoinen tapa muodostaa tangenttikimppu euk-
lidisen avaruuden Rq m-ulotteiselle alimonistolle M . Olkoon x ∈ M . Jos
(U, φ) on sellainen kartta, että x ∈ U , niin derivaattakuvaus
(Dφ−1)(φ(x)) : Rm → Rm+k
on lineaarinen injektio, sillä karttakuvaus φ : U → Rm on vakioastetta
m. Tällöin lineaarikuvauksen (Dφ−1)(φ(x)) kuvajoukko on vektoriavaruu-
den Rm+k m-ulotteinen aliavaruus. Merkitään tätä kuvajoukkoa symbolilla
Ex. Jos (V, ψ) on jokin toinen kartta pisteen x ympärillä, niin derivaatan
ketjusääntöä soveltamalla huomataan, että joukko Ex riippuu ainoastaan






Tällöin τM ⊂M × Rq.
Olkoot (x, y) ∈ τM sekä (U, φ) ja (V, ψ) kartat pisteen x ympärillä. Täl-
löin joukon Ex määritelmän nojalla on olemassa sellaiset vektorit a, b ∈ Rm,
että
(Dφ−1)(φ(x))a = y = (Dψ−1)(ψ(x))b.
Olkoon φ′ se moniston Rq karttakuvaus, jonka rajoittuma φ on. Tällöin ku-
vausD(φ′)(x) : Rm+k → Rm+k on määritelty. Kertomalla yllä olevan yhtälön
molemmat puolet tällä matriisilla saadaan
D(φ′)(x)(Dφ−1)(φ(x))a = D(φ′)(x)D(ψ−1)(ψ(x))b.
Sovelletaan tähän ketjusääntöä, jolloin
D(φ′ ◦ φ−1)(φ(x))a = D(φ′ ◦ ψ−1)(ψ(x))b.
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Koska kuvauksen φ′ m ensimmäistä koordinaattifunktiota ovat samat kuin
funktiolla φ, niin ylläoleva yhtälö voidaan kirjoittaa muodossa
1 0 . . . 0
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(ψ(x))b.
Tästä matriisiyhtälöstä nähdään, että
a = D(φ ◦ ψ−1)(ψ(x))b. (3.8)
Olkoon (Ui, φi)i∈I kaikkien sellaisten karttojen kokoelma, joilla x kuuluu
karttaympäristöön Ui. Joukon Ex määritelmän nojalla piste
(x, v) = (x, (Dφ−1i )(φi(x))ai),
jollakin ai ∈ Rm. Yllä olevan perustelun nojalla ja parit (φi, ai) sekä (φj , aj)
toteuttavat kaavan (3.8) kaikilla i, j ∈ I. Näin ollen piste (x, y) voidaan tulki-
ta tangenttikimpun määritelevän ekvivalenssirelaation (2.17) ekvivalenssiluo-
kaksi.
Edellä olleen seurauksena voidaan kirjoittaa seuraava lause.





{x} × Ex ⊂M × Rq ⊂ Rq × Rq,
jossa Ex ⊂ Rq on m-ulotteinen vektorialiavaruus.

Pohditaan vielä lopuksi tangenttikuvausta tässä uudessa tangenttikimpun
määritelmässä.
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Lause 3.10. Olkoot M ⊂ Rq m-ulotteinen sileä alimonisto, N ⊂ Rp n-
ulotteinen sileä alimonisto x ∈M , f : M → N sileä kuvaus ja (U, φ), (V, ψ)
kartat pisteiden x sekä f(x) ympärillä. Tällöin tangenttikuvaus voidaan kir-
joittaa muodossa
Tf : TM → TN, Tf((x, y)) = (f(x), D(ψ ◦ f ◦ φ−1)(φ(x))a),
kun y = D(φ−1)(φ(x))a
Todistus Merkitään tätä uutta tangenttikuvausta aluksi symbolilla τf .
Ensinnäkin kuvauksen τf määrittelystä nähdään, että sen maalijoukko on
tosiaan tangenttikimppu TN . Kuvauksen τf hyvin määrittelyn todistami-
nen palaa täysin tangenttikimpun ja vanhan tangenttikuvauksen Tf hyvin
määrittelyyn. Koska kuvauksen τf toinen koordinaattikuvaus on täsmälleen
samoin määritelty, kuin alkuperäisessä tangenttikuvauksessa Tf kolmas koor-
dinaattikuvaus, niin näiden arvot ovat samat ottaen huomioon uuden tan-
genttikimpun määritelmän.

3.3 Whitneyn heikko upotuslause
Oletetaan tässä kappaleessa, ettäM on m-ulotteinen sileä avaruuden Rq ali-
monisto. Edellisen kappaleen toiseksi viimeisen Lauseen 3.9 nojalla jokainen
tangenttikimpun TM piste voidaan tulkita euklidisen avaruuden Rq × Rq
pisteeksi. Merkitään avaruuden Rq ×Rq pisteitä muodossa (x, y). Tällöin on
mielekästä asettaa kuvaus v seuraavasti
v : TM → R, v((x, y)) = |y|2. (3.11)
Kuvaus v on avaruuden R2q C∞-kuvauksen (x, y) 7→ |y|2 rajoittuma ali-
monistoon TM . Täten Lauseen 2.43 nojalla kuvaus v on Cr.
Määritelmä 3.12. Joukkoa T1M := {z ∈ TM : v(z) = 1} kutsutaan monis-
ton M yksikkökimpuksi.
Lemma 3.13. Jos M on n-ulotteinen Cr-alimonisto avaruudessa Rq, n ≥ 1
ja r ≥ 2, niin T1M ⊂ TM on (2n− 1)-ulotteinen Cr−1-alimonisto.
Todistus Yksikkökimpun määritelmän nojalla T1M = v
−1{1}, jolloin Lau-
seen 2.55 perusteella riittää osoittaa, että 1 on kuvauksen v säännöllinen
arvo. Olkoon z ∈ TM sellainen, että v(z) = 1. Osoitetaan, että tangenttiku-
vaus Tzv : TzTM → R on surjektio. Tangenttikuvauksen Tzv lineaarisuuden
takia riittää osoittaa, että Tzv saa ainakin yhden nollasta eroavan arvon,
sillä maali on yksiulotteinen vektoriavaruus ja lisäksi pätee
dimTzTM = 2n 6= 0.
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Olkoon (TU, Tφ) pisteen z kartta ja pr : R2q → Rq projektio (x, y) 7→ y.
Valitaan kuvapisteelle v(z) kartta (R, idR). Kirjoitetaan kuvauksen Tv lokaali
esitys pisteessä z
(idR ◦ v ◦ Tφ−1)(Tφ(z)) = (| · |2 ◦ pr ◦ Tφ−1)(Tφ(z)).
Olkoon a ∈ R2n. Yllä olevan yhtälön nojalla pätee
D((idR ◦ v ◦ Tφ−1)(Tφ(z)))a = D((| · |2 ◦ pr ◦ Tφ−1))(Tφ(z))a
= D(|·|2◦pr)(z)DTφ−1(Tφ(z))a = 2(0, . . . 0, zq+1, . . . , z2q))·DTφ−1(Tφ(z))a.
Tutkitaan matriisia DTφ−1(Tφ(z)) ∈ M(2q × 2n,R) hiukan tarkemmin.
Kirjoitetaan piste z muodossa (x, y). Koska karttakuvaus Tφ on euklidis-
ten avaruuksien alimonistojen välinen sileä kuvaus, niin edellisen kappaleen
viimeisen Lauseen 3.10 nojalla
Tφ((x, y)) = (φ(x), D(idRn ◦ φ ◦ φ−1)(φ(x))a) = (φ(x), a),
jossa y = D(φ−1)(φ(x))a. Tällöin (Tφ)−1((p, r)) = (φ−1(p), D(φ−1)(p)r).
Jos Tφ(z) = ((p, r)), niin matriisi DTφ−1(Tφ(z)) on muotoa 0q×nA
D(φ−1)(p)
 ,
jossa A on jokin 2q × n-matriisi. Jos pisteeksi a ∈ R2n valitaan (0, r), niin
DTφ−1(Tφ(z))a = (0, y) = (0, . . . , 0, zq+1, . . . , z2q).
Tällöin pätee
D((idR◦v◦Tφ−1)(Tφ(z)))a = 2(0, . . . 0, zq+1, . . . , z2q)·(0, . . . 0, zq+1, . . . , z2q)
= 2|y|2 = 2v(z) = 2.
Koska dimR = 1, niin Lauseen 2.55 mukaan dimT1M = 2n− 1.

Lemma 3.14. Jos M on m-ulotteinen kompakti sileä alimonisto avaruu-
dessa Rq, niin yksikkökimppu T1M on myös kompakti.
Todistus Koska monisto M on kompakti, niin sillä on samanlainen äärelli-
nen atlas (Wi, φi)i∈I kuin Lauseen 3.3 todistuksessa. Olkoon (Vi, ψi)i∈I sel-
lainen kokoelma moniston Rq karttoja, että kokoelma (Wi, φi)i∈I on tämän
joukon alimonistoatlas. Olkoon avoin joukko Ui ⊂ Wi on kuten Lauseessa
3.3. Määritellään kuvaus
F ′ : Vi × Rq → Rq × Rq, F (x, y) = (x,Dψ−1(ψ(x))y).
57
Tämä kuvaus on jatkuva, sillä sen koordinaattikuvaukset ovat jatkuvia. Ra-
joitetaan kuvaus F ′ joukkoon Ui × Rq, joka on suljettu avaruudessa R2q.
Merkitään tätä rajoittumakuvausta symbolilla F . Tällöin alkukuva
F−1Ui × Rm on suljettu koko avaruudessa R2q, sillä se on suljettu suljetun
joukon Ui×Rq relatiivitopologiassa ja rajoittumakuvaus F on jatkuva tässä
joukossa.
Edellisen lemman tangenttikimpun karttakuvauksia koskevan havainnon no-
jalla joukko TUi = F
−1Ui×Rm, sillä Ui = clM (Ui), koska clM (Ui) on suljetun





niin tangenttikimppu on suljettujen joukkojen äärellisenä yhdisteenä suljet-
tu.
Koska euklidisen avaruuden Rq yksikköpallö Sq−1 on kompakti, niin joukko
M×Sq−1 on kompakti. Tangenttikimpun normikuvauksen v määritelmän ja
tuloksen TM ⊂M × Rq nojalla yksikkökimpulle pätee
T1M = TM ∩ (M × Sq−1).
Siis yksikkökimppu on kompaktin joukon suljettuna osajoukkona kompakti.

Tulkitaan Rq−1 = {x ∈ Rq : xq = 0} ⊂ Rq. Olkoon v ∈ Rq\Rq−1. Palaute-
taan mieleen, mitä tarkoitetaan yhdensuuntaisprojektiolla
pv : Rq → Rq−1 pisteen v suhteen.
Olkoon S se suora, joka kulkee pisteen v ja origon kautta. Jos x ∈ Rq, niin
merkitään S + x = {x+ s : s ∈ S}. Joukko S + x on siis suora, joka kulkee
pisteen x kautta ja on yhdensuuntainen suoran S kanssa. Pisteen v valinnan
johdosta suora S+x leikkaa aliavaruuden Rq−1 täsmälleen yhdessä pisteessä.
Tällöin määritellään pv(x) = y, jossa {y} = (S + x) ∩ Rq−1.
Yhdensuuntaisprojektio on lineaarikuvaus, mikä nähdään yllä olevan kons-
truktion avulla. Lisäksi yhdensuuntaisprojektio pv on C
∞-kuvaus jokaisella
v ∈ Rq\Rq−1, sillä se voidaan esittää muodossa ψ ◦pr◦φ, jossa pr on tavalli-
nen projektio ja ψ, φ koordinaatiston muutoksia.
Lause 3.15. Whitneyn heikko upotuslause. OlkootM kompakti n-ulottei-
nen Cr monisto, 2 ≤ r ≤ ∞. Tällöin on olemassa sileä Cr-upotus monistolta
M euklidiseen avaruuteen R2n+1.
Todistus Lauseen 3.3 nojalla voidaan olettaa, että M ⊂ Rq on alimonisto.
Lauseen todistuksen nojalla q ≥ 2n+ 1. Oletetaan, että q > 2n+ 1. Tavoit-
teena on osoittaa, että M voidaan upottaa sileästi avaruuteen Rq−1, jolloin
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toistamalla samaa päättelyä päädytään lopulta haluttuun upotukseen.
Olkoon pv : Rq → Rq−1 yhdensuuntaisprojektio pisteen v ∈ Rq\Rq−1 suh-
teen. Osoitetaan, että on olemassa sellainen vektori v ∈ Rq\Rq−1, jolle
pv|M : M → Rq−1 on sileä upotus. Merkitään pv|M = fv. Tutkitaan vaiheit-
tain millaisia ominaisuuksia vektorilta v vaaditaan. Rajoitetaan tarkastelu
yksikkövektoreihin.
Ensinnäkin yhdensuuntaisprojektion määritelmän nojalla on selvää, että
fv : M → Rq−1 on injektio, mikäli mikään joukon M ⊂ Rq sekantti ei ole
yhdensuuntainen v kanssa. Joukon sekantilla tarkoitetaan sellaista suoraa,
joka kulkee kahden joukon pisteen kautta. Väitteen ehdolle saadaan muo-
toilu myös formaalisti. Koska v on yksikkövektori, niin se on erisuuntainen
kuin mikään joukon M sekantti, jos
(I) kaikilla x, y ∈M, x 6= y, pätee v 6= x−y|x−y| .
Olkoon x ∈M . Tutkitaan lineaarikuvauksen Txfv ydintä. Lauseen 3.9 nojalla
pätee, että TxM ⊂ {x}×Rq, jolloin voidaan olettaa, että tangenttiavaruuden
pisteelle (x, z) ∈ TxM pätee (x, z) ∈ {x} × Rq.
Osoitetaan, että (x, z) ∈ kerTxfv vain jos z on yhdensuuntainen vektorin v
kanssa. Olkoon (x, z) ∈ kerTxfv. Koska pv on lineaarikuvaus, niin sillä on
olemassa matriisiesitys. Olkoon A kuvauksen pv matriisi. Valitaan pisteille
x ja fv(x) kartat (TU, Tφ) ja (Rq−1, idRq−1). Näin ollen tangenttikuvauksen
määritelmän 3.10 johdosta pätee, että
(fv(x), 0) = Txfv(z) = (fv(x), D(idRq−1 ◦ fv ◦ φ−1)(φ(x))a)
= (fv(x), D(fv ◦ φ−1)(φ(x))a) = (fv(x), D(pv)(x)D(φ−1)(φ(x))a)
= (fv(x), Dpv(x)z) = (fv(x), Az) siis Az = 0.
Tämä osoittaa, että z kuuluu kuvauksen pv ytimeen. Koska yhdensuuntais-
projektion ydin on sen määrittelyssä esiintyvä suora S, niin täytyy vektorin
z olla yhdensuuntainen vektorin v kanssa. Varmuuden vuoksi tehdään seu-
raava rajoitus
(II) v 6= z|z| millään (x, z) ∈ TM,
Siis jos vektori v toteuttaa ehdon (II), niin fv on immersio. Tarvitsee enää
osoittaa, että ehdot (I) ja (II) täyttävä vektori on olemassa. Jos tällainen v
löytyy, niin fv on upotus, koska M on kompakti ja jatkuva injektio kompak-
tilta joukolta Hausdorﬃn avaruuteen on upotus.
Aloitetaan ehdolla (I). Merkitään ∆ = {(a, b) ∈ M ×M : a = b}. Määritel-
lään kuvaus
σ : (M ×M)\∆→ Sq−1, σ(x, y) = x− y|x− y| .
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Tällöin vektori v toteuttaa ehdon (I) jos ja vain jos se ei ole kuvauksen σ ku-
vassa. JoukkoM×M\∆ on avoin monistossaM×M , jolloin se on moniston
M ×M alimonisto. Kuvaus σ on Cr, sillä se on vastaavan C∞-kuvauksen
σ′ : Rq × Rq\∆′ rajoittuma. Tässä ∆′ on tulon Rq × Rq diagonaalijoukko.
Esimerkin 2.6 nojalla dim(M ×M) = 2n, jolloin alimoniston määritelmän
nojalla dim(M ×M\∆) ≤ 2n. Esimerkin 2.10 mukaan
dimSq−1 = q − 1 > 2n. Siis dim(M ×M\∆) < dimSq−1. Näin ollen ehto
(I) seuraa seuraavasta lemmasta, joka todistetaan luvun 4 kappaleessa 2.
Lemma 3.16. Olkoon g : P → Q C1-kuvaus. Jos dimP < dimQ, niin
kuvajoukko g(P ) ei ole missään tiheä monistossa Q. Toisin sanoen joukko
Q\g(P ) on tiheä monistossa Q.
Oletetaan, että yllä oleva lemma pitää paikkansa. Tällöin jokainen moniston
Sq−1 avoin joukko sisältää sellaisen vektorin, joka ei ole kuvauksen σ kuvassa.
Määritellään kuvaus τ : M × Rq → Rq kaavalla τ((x, y)) = y. Tällöin se
on C∞-kuvauksen
pr : Rq × Rq → Rq, pr((x, y)) = y
rajoittumana Cr−1-kuvaus ja τ |T1M : T1M → Sq−1. Lemman 3.13 nojalla
dimT1M = 2n− 1 < q − 1 = dimSq−1,
jolloin Lemman 3.16 nojalla τ(T1M) ei ole missään tiheä. Lemman 3.14
nojalla τ(T1M) ⊂ Sq−1 on kompakti. Siis se on suljettu. Tällöin joukko
W := Sq−1\τ(T1M) on avoin ja tiheä, koska τ(T1M) ei sisällä yhtään avointa
joukkoa.
Merkitään avointa epätyhjää joukkoa W ∩ (Sq−1 ∩ (Rq\Rq−1)) = W0. Näin
ollen taas Lemman 3.16 perusteella W0 sisältää vektorin v, joka ei kuulu





Tässä luvussa todistetaan työn päätulos Whitneyn upotuslause. Luvun en-
simmäinen kappaleessa tutustutaan monistojen atlaksille alistettuihin ykkösen
osituksiin. Tämä kappale jatkaa kappaleen 2.7. tulosten käsittelyä. Sen tavoit-
teena on osoittaa, että Lauseessa 2.63 löydetyn atlaksen karttaympäristöille
voidaan kullekin rakentaa Lemman 3.2 kaltainen töyssyfunktio.
Luvun toisessa kappaleessa sovelletaan Lebesguen ulkomitan teoriaa sileihin
monistoihin. Sen päätuloksena on osoittaa, että pienempiulotteisen monis-
ton sileä kuva suurempiulotteisessa monistossa on 0-mittainen. Toisin sanoen
tämä tarkoittaa sitä, että komplementti N\f(M) on tiheä maalimonistossa
N , jos kuvaus f on sileä.
Kolmannessa kappaleessa osoitetaan aluksi, että astetta k olevien matriisien
joukko on alimonisto sileässä matriisien muodostamassa monistossa
M(n×m,R). Kappaleen varsinaisena tarkoituksena on osoittaa, että jokaista
sileätä kuvausta monistolta riittävän suuriulotteiseen euklidiseen avaruu-
teen voidaan approksimoida injektiivisillä immersioilla. Tämän todistamisek-
si käytetään kaikkia tässä luvussa aikaisemmin luotuja työkaluja.
Luvun neljännessä ja viimeissä kappaleessa tutustutaan aluksi vahvoihin
kuvauksiin ja huomataan, että vahva kuvaus, joka lisäksi on injektiivinen
immersio, on itse asiassa sileä upotus. Tämän jälkeen todistetaan päätu-
los Whitneyn upotuslause. Tämä todistus kerää taas yhteen kaiken edel-
lä olleen. Lopuksi Whitneyn upotuslauseen ja Sileiden monistojen kään-
teiskuvauslauseen avulla näytetään, että jokainen sileä monisto onkin dif-
feomorﬁnen euklidisen avaruuden alimoniston kanssa.
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4.1 Ykkösen ositukset
Kerrataan seuraavaksi ykkösen osituksen käsite ja tutkitaan sitä monistojen
tapauksessa. Olkoon M jokin topologinen avaruus ja X jokin sen peite. Ku-
vausperhettä (fX : M → R)X∈X sanotaan peitteelle X alistetuksi ykkösen
ositukseksi, mikäli seuraavat neljä ehtoa ovat voimassa.
1. Kaikilla X ∈ X ja m ∈M pätee 0 ≤ fX(m) ≤ 1.
2. Kuvauksen fX kantajalle suppfX pätee suppfX ⊂ X kaikilla X ∈ X .
3. Joukko {suppfX : X ∈ X} on lokaalisti äärellinen.
4. Summa
∑
X∈X fX(m) = 1 kaikilla m ∈M .
Määritelmä 4.1. Olkoon M sileä monisto ja X jokin sen peite. Kokoel-
maa kuvauksia (fX : M → R)X∈X sanotaan peitteelle X alistetuksi sileäk-
si ykkösen ositukseksi, mikäli se on peitteelle X alistettu ykkösen ositus ja
jokainen kuvaus fX on sileä.
Lause 4.2. Olkoon M sileä monisto ja X jokin sen peite. Tällöin on ole-
massa peitteelle X alistettu sileä ykkösen ositus.
Todistus Olkoon (Wi)i∈I Lauseessa 2.63 löydetty peitteen X hienonnus ja
(Wi, φi)i∈I tätä hienonnusta vastaava moniston M atlas. Tässä atlaksessa




i B(0, 1) ja Vi = φ
−1
i B(0, 2).
Olkoon λ Lauseessa 3.2 löydetty C∞-kuvaus rajoilla 1 ja 2. Määritellään
jokaisella i ∈ I funktio fi kaavalla
fi(x) =
{
(λ ◦ ψi)(x), jos x ∈Wi
0, jos x ∈M\Vi.
Kuvaus fi on hyvin määritelty, sillä leikkausjoukossa (M\Vi) ∩Wi molem-
mat määritelmät antavat sen arvoksi nollan. Lisäksi se on sileä kuvaus. Koska
karttaympäristö Wi ⊂ X jollain X ∈ X ja suppfi ⊂ Wi, niin suppfi ⊂ X.
Kuvauksen λ määritelmän nojalla fi(M) ⊂ [0, 1].
Tähän mennessä on siis osoitettu, että kuvausperheellä (fi)i∈I on voimassa
seuraavat ominaisuudet.
1. Kuvaus fi on sileä jokaisella i ∈ I.
2. 0 ≤ fi(m) ≤ 1 kaikilla i ∈ I ja m ∈M .
3. Jokaisella i ∈ I on olemassa sellainen Xi ∈ X , että suppfi ⊂ X.
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4. Joukkoperhe (suppfi)i∈I on lokaalisti äärellinen monistonM peite, sil-
lä Ui ⊂ suppfi ⊂Wi kaikilla i ∈ I.
Olkoon m ∈M . Summa ∑
i∈I
fi(m)
on hyvin määritelty, sillä kuvausten fi kantajien joukko on lokaalisti äärelli-
nen, jolloin piste m voi kuulua vain äärellisen monen funktion kantajaan.
Tämä summa on aina nollaa suurempi, sillä joukko (Ui)i∈I on moniston M





Kuvausperheen (fi)i∈I kantajien lokaalin äärellisyyden takia pisteellä m on
sellainen ympäristö Gm, joka kohtaa vain äärellisen monen kuvauksen fi
kantajan. Tällöin rajoittuma gi|Gm on sileä, joka osoittaa kuvauksen g siley-
den. Näin ollen kuvausperheellä (gi)i∈I on samat neljä ominaisuutta, jotka






= 1, kaikilla n ∈M.
Valitaan kullekin i ∈ I sellainen Xi ∈ X , että suppgi ⊂ Xi. Merkitään tätä
valintaa kuvauksella ι : I → X . Asetetaan vielä funktioperhe
(ϕX : M → R)X∈X seuraavasti
ϕX =
{ ∑
ι(i)=X gi, jos X ∈ ι(I)
0, jos X /∈ ι(I).
Tämä perhe on nyt etsitty peitteelle X alistettu sileä ykkösen ositus.

Määritelmä 4.3. Olkoot M sileä monisto, A ⊂ M suljettu, U ⊂ M avoin
ja A ⊂ U . Sileää kuvausta φ : M → R kutsutaan joukon A töyssyfunktioksi
kantajan U suhteen, mikäli
1. 0 ≤ φ(x) ≤ 1 kaikilla x ∈M
2. suppφ ⊂ U
3. φ|A ≡ 1.
Lemma 4.4. Olkoot M on sileä monisto, A ⊂M suljettu, U ⊂M avoin ja
A ⊂ U . Tällöin on olemassa joukon A töyssyfunktio φ : M → R kantajan U
suhteen.
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Todistus Koska A on suljettu, niin pari {M\A,U} =: {U1, U2} on monis-
ton M avoin peite. Edellisen lauseen nojalla on olemassa peitteelle {U1, U2}
alistettu sileä ykkösen ositus {φ1, φ2}. Koska jokaisella x ∈ A pätee, että
φ1(x) + φ2(x) = 1 ja A ∩ suppφ1 = ∅, niin φ2(x) = 1. Siis φ2 on etsitty
funktio.

Määritelmä 4.5. Olkoot M ja N sileitä monistoja sekä A ⊂M . Kuvausta
f : A → N kutsutaan sileäksi, mikäli jokaisella a ∈ A on olemassa monis-
tossa M avoin ympäristö Ua ja sellainen sileä kuvaus fa : Ua → N , että
fa|Ua∩A = f |Ua∩A.
Lemma 4.6. Olkoot M sileä monisto sekä A ⊂M suljettu. Jos f : A→ Rk
on sileä, niin jokaisella avoimella joukolla U , johon joukko A sisältyy, on
olemassa sileä sellainen kuvaus fU : M → Rk, että fU |A = f ja suppfU ⊂ U .
Todistus Olkoot U ⊂ M avoin joukko, joka sisältää joukon A. Sileän ku-
vauksen määritelmän nojalla jokaisella a ∈ A on olemassa avoin joukko Va
ja sileä kuvaus ga : Va → Rk, joka yhtyy kuvaukseen f joukossa Va ∩ A.
Koska joukko U on avoin ja sisältää joukon A niin leikkausjoukot Va ∩ U
peittävät joukon A. Merkitään Ua = Va ∩ U , fa = ga|Ua ja M\A = U0.
Tällöin perhe {U0} ∪ (Ua)a∈A on avoin moniston M peite. Lauseen 4.2 no-
jalla on olemassa tälle peitteelle alistettu sileä ykkösen ositus {φ0}∪(φa)a∈A.
Määritellään kuvaus ha : M → Rk kaavalla ha(x) = φa(x)fa(x), kun x ∈ Ua
ja nollaksi joukossa M\suppφa. Tällöin kuvaus ha on hyvin määritelty sillä
kumpikin määritelmä antaa ha(x) = 0, kun x ∈ Ua ∩ (M\suppφa). Lisäksi
suppha ⊂ suppφa ⊂ Ua ja kuvaus ha on sileä.





Kuvaus fU on hyvin määritelty ja sileä, sillä joukko (suppφa)a∈A on lokaa-
listi äärellinen. Olkoot x ∈ suppfU . Tällöin on olemassa sellainen pisteen x
ympäristö Gx, joka kohtaa vain äärellisen monta joukkoa suppφa. Merkitään
näitä joukon A pisteitä vastaavaa osajoukkoa symbolilla B.
Jos x /∈ ∪a∈Bsuppφa, niin Gx\(∪a∈Bsuppφa) =: G′x on pisteen x ympäristö,
joka ei kohtaa yhdenkään kuvauksen φa kantajaa. Tällöin se ei voi myöskään
kohdata joukkoa {x ∈M : fU (x) 6= 0}. Tämä on ristiriita pisteen x valinnan
johdosta, jolloin x ∈ suppφa, jollain a ∈ A. Siis x ∈ Ua ⊂ U , joka osoittaa
kuvauksen FU kantajan sisältyvän joukkoon U .
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Osoitetaan vielä, että fU |A = f . Olkoon x ∈ A. Tällöin x /∈ M\A, jol-
loin φ0(x) = 0. Lisäksi fa(x) = f(x) kaikilla a ∈ A, joilla x ∈ Ua. Jos x /∈ Ub




















Määritelmä 4.7. Olkoon M topologinen avaruus ja f : M → R jatkuva.
Kuvausta f kutsutaan tyhjennysfunktioksi, mikäli joukko
Mc = {x ∈M : f(x) ≤ c}
on kompakti jokaisella c ∈ R.
Lemma 4.8. Jokaisella sileällä monistolla on olemassa vain positiivisia ar-
voja saava sileä tyhjennysfunktio.
Todistus OlkoonM sileä monisto ja perhe (Vj)j∈N jokin monistonM avoimista
prekompakteista joukoista koostuva peite. Olkoon (ψj)j∈N tälle peitteelle





Tällöin se on sileä ja positiivinen, sillä perhe (ψj)j∈N oli ykkösen ositus.
Osoitetaan, että f on etsitty funktio. Olkoon N ∈ N ja x ∈M .














Näin ollen tämän väitteen kontraposition nojalla pätee, että jos f(x) ≤ N ,
niin x ∈ ∪Ni=1Vi. Joukko ∪Ni=1Vi on kompakti, sillä jokainen peitteen (Vj)j∈N
joukko on prekompakti. Tällöin kuvauksen f jatkuvuuden nojalla MN on
suljettu ja sisältyy joukkoon ∪Ni=1Vi. Siis joukko MN on kompakti.
Olkoon c ∈ R. Tällöin on olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku N ,
että c ≤ N . Koska f on jatkuva, niin joukko Mc on suljettu ja sisältyy
kompaktiin joukkoon MN . Tällöin Mc on kompakti.

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4.2 Monistojen nollamittaiset joukot
Tässä kappaleessa on tavoitteena soveltaa Lebesguen n-ulotteista ulkomittaa
sileissä n-monistoissa. Erityisesti kiinnostuksen kohteena ovat nollamittaiset
joukot. Kerrataan, mitä tarkoitetaan Lebesguen n-ulotteisella ulkomitalla.
Olkoon A ⊂ Rn. Numeroituvaa rajoitettujen avointen n-välien kokoelmaa
F = {I1, I2 . . .} sanotaan joukon A Lebesguen peitteeksi, mikäli F on joukon













Tällöin joukon A n-ulotteinen Lebesguen ulkomitta on ei-negatiivinen luku
µ∗(A) := inf{S(F) : F on joukon A Lebesquen peite}.
Joukkoa A ⊂ Rn sanotaan nollamittaiseksi, mikäli µ∗(A) = 0. Tällöin yhtä-
pitävästi voidaan sanoa, että A ⊂ Rn on nollamittainen täsmälleen silloin,
kun jokaisella  > 0 on olemassa sellainen joukon A Lebesguen peite F , että
S(F) < .
Lemma 4.9. Joukko A ⊂ Rn on nollamittainen jos ja vain jos jokaisella
 > 0 on olemassa avoimista kuutioista koostuva joukon A Lebesguen peite,
jolla S(F) < .
Todistus Koska avoimet kuutiot ovat n-välejä, niin toinen suunta seuraa
suoraan määritelmästä.
Oletetaan ensiksi, että minkä tahansa n-välin geometrista mittaa voidaan
arvioida mielivaltaisen tarkasti sitä peittävien kuutioiden geometrisillä mi-
toilla. Olkoot A ⊂ Rn nollamittainen,  > 0, F sellainen joukon A Lebesguen
peite, että S(F) < 2 . Olkoon (Qji )j={1,...,k(i)} sellainen n-välin Ii ∈ F peit-




i ) ≤ l(Ii) + 2i+1 . Tällöin kokoelma






















+ S(F) < .
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Koska luku  ja peite F olivat mielivaltaisia, niin lemman väite pätee.
Osoitetaan vielä, että jokaisen n-välin geometrista mittaa voidaan arvioi-
da mielivaltaisen tarkasti sitä peittävien kuutioiden geometrisillä mitoilla.
Olkoot I n-väli ja 0 <  < 1. Merkitään välin I sivujen pituuksia luvuilla










paletta kuutioita joiden sivunpituus on 1P peittää välin I.
Merkitään tätä kuutioiden joukkoa symbolilla Q. Näin ollen Q on n-välin


























(ai + ) =
n∏
i=1
ai +A = l(I) +A,
jossa A on loput tulon
∏n
i=1(ai + ) jäsenistä. Koska luku A koostuu sum-
mista, joilla kaikilla on  yhteisenä tekijänä, niin se lähestyy nollaa, kun 
pienenee.

Lemma 4.10. Olkon Q(r) ⊂ Rn avoin kuutio, jonka särmän pituus on r > 0
ja keskipiste a ∈ Rn. Tällöin B(a, r) ⊂ Q(2r) ⊂ B(a,√nr).
Todistus Voidaan olettaa, että kuution Q(2r) keskipiste on origo. Olkoon
x ∈ B(0, r). Tällöin pätee, että |x| < r, josta seuraa, että |xi| < r kaikilla
i ∈ {1, . . . , n}. Siis piste x kuuluu kuutioon Q(2r).
Koska kuution Q(2r) jokaisen kulman etäisyys origoon on sama, niin riit-
tää, että tutkitaan pistettä (r, . . . , r) ∈ Rn. Tällöin





Jos p ∈ Q(2r), niin pätee, että |p| < |(r, . . . , r)|. Tällöin p ∈ B(0,√nr).

Lemma 4.11. Olkoon Bn(R) avoin origokeskinen kuula euklidisessa avaruu-





Todistus Todistetaan yhtälön (4.12) paikkansapitävyys induktiolla dimen-
sion n suhteen. Yksiulotteisessa tapauksessa avoimet kuulat ovat avoimia
välejä. Jos B1(R) on origokeskinen avoin väli, niin sen pituus on 2R. Koska
avoimen välin ]− 1, 1[ pituus on 2, niin väite pätee dimension ollessa 1.
Olkoot Bn(R) origokeskinen kuula Euklidesssa avaruudessa Rn ja Px se hy-
pertaso, jonka jokaisen pisteen n-koordinaatti on x. Tällöin joukko Px∩B(R)
on joko tyhjä tai (n − 1)-ulotteisen Euklidisen avaruuden kuula Bn−1(rx),
jonka säde toteuttaa yhtälön R2 = x2 + r2. Siis pätee, että rx =
√
R2 − x2.
































Jos a ja b ovat positiivisia lukuja, niin induktio-oletuksen nojalla pätee, että
voln−1(Bn−1(b)) = bn−1voln−1(Bn−1(1))
ja
















Tehdään yllä olevaan integraaliin muuttujanvaihto t = xR , jolloin x = Rt sekä
x′(t) = R. Uusiksi integroimisrajoiksi saadaan tällöin R 7→ 1 ja −R 7→ −1.








Edellisessä integraalissa integroitavana funktiona on avaruuden Rn yksisäteisen
pallon poikkileikkauksen ala korkeudella t. Kun käytetään todistuksen alus-
sa ollutta kappaleen tilavuutta koskevaa integroimistulosta toiseen suuntaan,






Lemma 4.13. Joukko A ⊂ Rn on nollamittainen jos ja vain jos jokaisella
 > 0 on olemassa avoimista kuulista koostuva joukon A numeroituva peite
B, jolla S(B) < .
Todistus Jos Q(2r) on kuutio, jonka särmän pituus on 2r ja keskipiste on





nr)nvoln(B(a, 1)) = n
n





Olkoot A ⊂ Rn nollamittainen ja  > 0. Olkoon Q = (Q(2ri))i∈N sellainen
avoimista kuutioista koostuva joukon A Lebesguen peite, että S(Q) < Rn .
Olkoon B = (B(ai,
√
nri))i∈N kokoelma sellaisia avoimia kuulia, joilla on
samat keskipisteet, kuin kokoelman Q kuutioilla. Tällöin B on joukon A









Rnl(Q(2ri)) = RnS(Q) < .
Toinen suunta voidaan osoittaa vastaavasti.

Lemma 4.14. Olkoon A ⊂ Rn nollamittainen ja f : A → Rn sileä kuvaus.
Tällöin f(A) on nollamittainen.
Todistus Olkoon a ∈ A. Laajennetun sileiden funktioiden määritelmän no-
jalla on olemassa sellainen pisteen a ympäristö Ua ja sileä kuvaus
f ′a : Ua → Rn, että f ′a|A = f |A∩Ua . Koska Ua on avoin, niin se sisältää
jonkin sellaisen a keskisen avoimen kuulan Ba, että Ba ⊂ Ua. Tällöin kuvaus
fa = f
′
a|Ba on sileä ja yhtyy kuvaukseen f joukossa Ba ∩A.
Koska joukko Ba on kompakti, niin on olemassa sellainen luku M ≥ 0, että
||Dfa(x)|| ≤ M kaikilla x ∈ Ba. Toisaalta kuula Ba on konveksi, jolloin sen
kahden pisteen välinen jana aina sisältyy siihen. Olkoon x, y ∈ Ba. Tällöin
Väliarvolauseen nojalla pätee, että
|fa(x)− fa(y)| ≤M |x− y|.
Koska nollamittaisen joukon osajoukko on nollamittainen, niin A ∩ Ba on
nollamittainen. Olkoon  > 0 ja (Bi)
∞
i=1 sellainen avoimista kuulista koostuva
joukon A ∩ Ba peite, että S((Bi)∞i=1) < (2M)n . Tällöin kaikilla i ∈ N pätee,
että diam(fa(Ba ∩Bi)) < 4Mri, kun ri on kuulan Bi säde. Siis
fa(Ba ∩Bi) ⊂ B′i, jossa B′i on jokin 2Mri säteinen kuula. Tällöin kokoelma
(B′i)
∞








Siis joukko f(A ∩Ba) on nollamittainen.
Kokoelma {Ba : a ∈ A} on joukon A avoin peite ja
⋃
a∈ABa on avoin.
Koska Rn on N2-avaruus, niin joukolla
⋃
a∈ABa on numeroituva osapeite
{Bi : i ∈ N} ⊂ {Ba : a ∈ A}, joka on siis myös joukon A peite. Täl-
löin f(A) =
⋃
i∈N f(A ∩ Bi) on numeroituvana yhdisteenä nollamittaisista
joukoista nollamittainen.

Lemma 4.15. Olkoon U ⊂ Rn avoin ja f : U → Rm sileä kuvaus. Jos
n < m, niin f(U) ⊂ Rm on nollamittainen.
Todistus Olkoon n < m. Määritellään kuvaus pi : Rm → Rn projektioksi
n ensimmäisen koordinaatin suhteen. Olkoon V = pi−1U . Tällöin kuvaus
F = f ◦ pi : V → Rm on sileä ja sille pätee, F (V ∩ Rn) = f(U). Koska
Rn ⊂ Rm on nollamittainen, niin edellisen lemman nojalla pätee, että
F (V ∩ Rn) = f(U) on nollamittainen.

Määritellään seuraavaksi sileiden monistojen nollamittaiset joukot.
Määritelmä 4.16. Olkoon M sileä m-monisto ja A ⊂ M . Joukko A on
nollamittainen, jos φ(A ∩ U) ⊂ Rm on nollamittainen jokaisella kartalla
(U, φ).
Lemma 4.17. Olkoon M sileä monisto. Jos A ⊂M on nollamittainen, niin
M\A on tiheä.
Todistus Jos M\A ei ole tiheä, niin joukko A sisältää avoimen joukon
U . Olkoon (V, φ) sellainen kartta, että karttaympäristö V kohtaa avoimen
joukon U . Tällöin joukkoa φ(U ∩ V ) ⊂ Rm on avoin, jolloin se ei voi olla
nollamittainen, sillä se sisältää jokin positiivissäteisen kuulan. Koska
φ(U ∩ V ) ⊂ φ(A ∩ V ), niin Lebesguen ulkomitan monotonisuuden nojalla
myöskään φ(A ∩ V ) ei ole nollamittainen. Siis A ei ole nollamittainen.

Lemma 4.18. OlkoonM sileä monisto ja A ⊂M . Jos on olemassa sellainen
kokoelma moniston M karttoja (Ui, φi)i∈I , että perhe (Ui)i∈I on joukon A
peite ja φ(Ui ∩ A) on nollamittainen jokaisella i ∈ I, niin joukko A on
nollamittainen.
Todistus Olkoon (V, ϕ) sellainen kartta, että karttaympäristö V kohtaa
joukon A. Tällöin on olemassa sellainen numeroituva indeksijoukon I osa-






Olkoon i ∈ J . Tällöin φi(Ui ∩ A ∩ V ) ⊂ Rm on nollamittainen. Merkitään
tätä joukkoa symbolilla Ai. Kuvaus ϕ ◦ φ−1i : Ai → Rm on sileä, sillä se on
sileän kuvauksen ϕ ◦φ−1i : φi(Ui ∩V )→ Rm rajoittuma. Tällöin kuvajoukko
(ϕ ◦ φ−1)(Ai) on nollamittainen. Koska karttakuvaus φi on bijektio, niin
(ϕ ◦ φ−1)(Ai) = ϕ(Ui ∩A ∩ V ). Näin ollen joukko
ϕ(A ∩ V ) =
⋃
j∈J
ϕ(Ui ∩A ∩ V )
on numeroituvana yhdisteenä nollamittaisista joukoista nollamittainen.

Lemma 4.19. Olkoon M sileä monisto. Jos (Ni)i∈N on kokoelma moniston
M nollamittaisia joukkoja, niin
⋃
i∈NNi on nollamittainen.













Lause 4.20. Jos N ja M ovat sileitä monistoja, joille dimN < dimM ja
f : N → M on sileä kuvaus, niin tällöin f(N) ⊂ M on nollamittainen.
Lisäksi komplementti M\f(N) on tiheä.
Todistus Merkitään dimN = n ja dimM = m. Olkoon (Ui, φi)i∈N moniston
N atlas. Olkoon (V, ψ) sellainen monistonM kartta, että karttaympäristö V
kohtaa kuvajoukon f(N). Olkoon i ∈ N. Tällöin joukko φi((f−1V )∩Ui) ⊂ Rn
on avoin ja kuvaus
ψ ◦ f ◦ φ−1i : φi((f−1V ) ∩ Ui)→ Rm
sileä. Koska n < m, niin kuvajoukko
(ψ ◦ f ◦ φ−1i )(φi((f−1V ) ∩ Ui)) = ψ(V ∩ f(Ui)) ⊂ Rm
on nollamittainen. Tällöin ψ(V ∩ f(N)) on numeroituvana yhdisteenä nol-
lamittaisista joukoista nollamittainen. Siis f(N) on nollamittainen. 
Tämä lause todistaa muun muassa edellisessä luvussa Whitneyn heikon upo-
tuslauseen todistuksessa käytetyn lemman. Toisena tärkeänä seurauksena
saadaan seuraava tulos.
Lause 4.21. Olkoon M sileä monisto ja N ⊂M sellainen sileä alimonisto,
jolla pätee dimN < dimM . Tällöin N on nollamittainen.

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4.3 Sileiden funktioiden approksimointi immersioil-
la
Esimerkki 4.22. Olkoon m,n, k ∈ N sellaisia, että 0 ≤ k ≤ min{m,n}.
Olkoon Mk(m×n,R) ⊂M(m×n,R) se osajoukko, jonka jokaisen matriisin
aste on tasan k. Tällön Mk(m× n,R) on (mn− (m− k)(n− k))-ulotteinen
alimonisto.
Todistus Ensinnäkin kaikkien (m × n)-matriisien joukko M(m × n,R) on
mn-ulotteinen sileä monisto, sillä se on luonnollisella tavalla homeomorﬁnen
euklidisen avaruuden Rmn kanssa. Olkoon E0 astetta k oleva matriisi. Tällöin








jossa A0 on kääntyvä k×k matriisi ja D0 on jokin ((m−k)×(n−k))-matriisi.
Merkitään kaikkien tälläisten matriisien kokoelmaa symbolilla







: det(A) 6= 0
}
,
joka on avoin determinanttikuvauksen jatkuvuuden nojalla. Määritellään ku-






= D − CA−1B.
Se on hyvin määritelty, sillä joukossa U jokaisella E ∈ U vasemman yläkul-
man (k×k)-alimatriisi on kääntyvä. Lisäksi kuvaus Φ on sileä, jos tulkitaan,
että U ⊂ Rmn ja Φ : U → R(m−k)(n−k), sillä se koostuu summista, tuloista ja
determinantista. Osoitetaan, että tämä kuvaus on submersio. Olkoon E ∈ U .
Koska kuvauksen Φ lokaaliksi esitykseksi pisteessä E voidaan valita kuvaus
Φ itse, niin tavoitteena on näyttää, että DΦ(E) : Rmn → R(m−k)(n−k) on
surjektio. Koska kuvaus Φ koostuu projektioista ja matriisituloista sekä tulo
CA−1B ei riipu lainkaan matriisin E oikean alakulman (m − k) × (n − k)-




)− ( A′ 0 )
=
( −A′ I(m−k)(n−k)×(m−k)(n−k) ) ,
jossa yllä olevat matriisit ovat ((m−k)(n−k)×mn)-matriiseja ja A′ on jokin
(mn− (m−k)(n−k)× (m−k)(n−k))-matriisi. Näin ollen matriisin DΦ(E)
aste on vähintään (m− k)(n− k). Toisaalta matriisin DΦ(E) aste ei voi olla
suurempi kuin maaliavaruuden dimensio jolloin rankDΦ(E) = (m−k)(n−k).
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Tämä osoittaa, että lineaarikuvaus DΦ(E) on surjektio.
Koska kuvaus Φ : U → M((m− k)× (n− k),R) on sileä submersio,
niin 0 ∈M((m− k)× (n− k),R) on säännöllinen arvo. Tällöin Lauseen 2.55
nojalla Φ−1{0} ⊂ U on (mn− (m− k)(n− k))-ulotteinen alimonisto.











on kääntyvä, sillä alimatriisit A−1 ja I(n−k)(n−k) ovat kääntyviä, jolloin mat-
riisilla P on n kappaletta lineaarisesti riippumattomia sarakkeita. Tällöin
rank(EP ) = rank(E), sillä kääntyvällä matriisilla kertominen ei muuta mat-




CA−1 D − CA−1B
)
,
jolloin rankE = k jos ja vain jos D − CA−1B = 0. Näin ollen
Φ−1{0} = U ∩Mk(m× n,R).
Olkoon E ∈Mk(m× n,R). Tällöin tekemällä äärellinen määrä alkeisrivitoi-
mituksia tai alkeissaraketoimituksia saadaan E muokattua muotoon, jossa
sillä on vasemmassa yläkulmassa kääntyvä (k×k)-alimatriisi. Tämä toimen-
pide vastaa jotain lineaarista isomorﬁsmia LE : M(m×n,R)→M(m×n,R).
Olkoon UE = L
−1
E U . Tällöin UE on pisteen E ympäristö ja kuvaus
Φ ◦ LE : UE →M((m− k)× (n− k),R)
on submersio. Kuvauksen LE isomorﬁsuuden nojalla pätee, että






ja jokaisella E ∈ Mk(m × n,R) joukko (Φ ◦ LE)−1{0} ⊂ UE on alimonisto,
niin Lemman 2.52 nojallaMk(m×n,R) on (mn− (m−k)(n−k))-ulotteinen
alimonisto. 
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Lause 4.23. Olkoot M n-ulotteinen sileä monisto, m ≥ 2n ja f : M → Rm
sileä kuvaus. Tällöin jokaisella  > 0 on olemassa sellainen sileä immersio
f : M → Rm, että
sup
x∈M
|f(x)− f(x)| ≤ .
Todistus Lauseen 2.63 nojalla monistolla M on olemassa sellainen nu-
meroituva atlas (Wi, φi)i∈N, että φi : Wi → B(0, 3) on homeomorﬁsmi
jokaisella i ∈ N, karttaympäristöjen joukko (Wi)i∈N on lokaalisti äärelli-
nen ja kokoelma {Ui = φ−1i B(0, 1) : i ∈ N} peittää moniston M . Tämän
luvun ensimmäisessä kappaleessa olleen Lemman 4.4 nojalla jokaisella i ∈ N
on olemassa sellainen töyssyfunktio ϕi : M → R, jonka kantaja suppϕk sisäl-
tyy avoimeen joukkoon Wi, ja ϕi saa arvon 1 jokaisessa suljetun joukon Ui
pisteessä.
Tavoitteena on muokata kuvausta f jokaisessa joukossa Wi vuorollaan, jotta





Ui ja M0 = ∅.
Olkoon  > 0 ja k ∈ N. Asetetaan f0 = f ja oletetaan, että jokaisella
i ∈ {0, . . . , k− 1} on määritely sileä kuvaus fi : M → Rm, jolla on voimassa
seuraavat kolme ehtoa.
1. supx∈M |f(x)− fi(x)| < 
2. Jokaisella i ≥ 1 pätee fi(x) = fi−1(x), jos x ∈M\Wi.
3. Tangenttikuvaus Txf on injektio jokaisella x ∈Mi.




fk−1(x), jos x ∈M\suppϕk
fk−1(x) + ϕk(x)Aφk(x), jos x ∈Wk.
Kuvaus fA on hyvin määritelty, sillä jokaisella x ∈ Wk\suppϕk molemmat
määritelmät antavat kuvaukselle fA arvon fk−1(x). Se on lisäksi sileä, sillä
matriisin A määräämä lineaarikuvaus LA : Rn → Rm, LA(y) = Ay on sileä.
Osoitetaan, että löytyy sellainen matriisi A, että kuvaus fA täyttää edellä
esitetyt kolme ehtoa. Tällöin merkitään fA = fk.
Koska kuvaus x 7→ |f(x) − fk−1(x)| on jatkuva ja joukko suppϕk on kom-
pakti, niin on olemassa sellainen positiivinen luku 0, että
max
x∈suppϕk
|f(x)− fk−1(x)| ≤ 0.
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Koska kuvaus fk−1 toteuttaa ehdon 1, niin voidaan olettaa, että 0 < .








Koska suppϕk on kompakti ja x 7→ |ϕk(x)φk(x)| on jatkuva, niin on olemassa
sellainen positiivinen luku K, että supx∈suppϕk |ϕk(x)φk(x)| < K. Tällöin
valitsemalla matriisi A sellaiseksi, että ||A|| ≤ −0K =: δ huomataan, että
sup
x∈M
|fA(x)− fk−1(x)| ≤ sup
x∈suppϕk
|ϕk(x)φk(x)| · ||A|| < K− 0
K
= − 0.
Näin ollen jokaisella x ∈M pätee, että









|f(x)− fA(x)| < .
Tähän mennessä on osoitettu kuvauksen fA toteuttavan ominaisuudet 1 ja
2. Osoitetaan vielä, että lukua δ mahdollisesti pienentämällä saadaan ku-
vauksesta fA immersio joukossa Uk. Koska induktio-oletuksen nojalla fA on
immersio joukossa Mk−1, niin tämän osoittaminen näyttää, että fA on im-
mersio joukossa Mk = Mk−1 ∪ Uk.
Tutkitaan seuraavaksi funktiota P : Wk ×M(m × n,R) → M(m × n,R),
joka määritellään kaavalla
P (x,A) = DfA(x).
Yllä matriisi DfA(x) tulkitaan kuvauksen fA lokaalin esityksen
f ◦φ−1k : B(0, 3)→ Rm derivaataksi pisteessä x. Koska f0 = fk−1, jossa 0 on
(m× n)-kokoinen nollamatrisi, niin induktio-oletuksen nojalla
rankDf0(x) = n jokaisella x ∈ Mk−1 ∩ suppϕk. Tällöin valitsemalla nolla-
matriisille riittävän pienisäteinen kuulaympäristö B(0, δ′) saadaan, että
rankDfA(x) = n jokaisella A ∈ B(0, δ′), sillä determinanttikuvaus on jatku-
va ja n on suurin mahdollinen luku, jonka (m× n)-matriisin aste voi saada.
Asetetaan, että edellä löydetty luku δ on pienempi kuin δ′. Siis
rankDfA(x) = n jokaisella (x,A) ∈ (Mk−1 ∩ suppϕk)×B(0, δ).















Olkoon x ∈ Uk.
D(fA)(x) = D(fA◦φ−1k )(φ(x)) = D(fk−1◦φ−1k )(φ(x))+D













( ∂∂1Am ◦ φ−1k )φk(x) . . . ( ∂∂nAm ◦ φ−1k )φk(x)
 .
Lasketaan ( ∂∂jAl◦φ−1k )φk(x) ja jätetään merkitsemättä sisäfunktio φ−1k . Kos-

































D(fA)(x) = Dfk−1(x) +AD(φk ◦ φ−1k )φk(x) = Dfk−1(x) +A.
Tällöin kuvaus fA on immersiivinen joukossa Uk täsmälleen silloin, kun
rank(Dfk−1(x) + A) = n kaikilla x ∈ Uk. Tämä toteutuu täsmälleen sil-
loin, kun matriisi A ei ole muotoa A = B − Dfk−1(y), jossa rankB < n ja
y ∈ Uk.
Määritellään sileä kuvaus Q : Wk ×M(m× n,R)→M(m× n,R) kaavalla
Q(x,B) = B −Dfk−1(x).
Olkoon 0 ≤ j ≤ n − 1. Kappaleen alussa olleen esimerkin nojalla joukko
Mj(m× n,R) ⊂M(m× n,R) on alimonisto, jolle pätee
dimMj(m×n,R) = mn−(m−j)(n−j). Tällöin joukkoWk×Mj(m×n,R) on
Esimerkkien 2.7 ja 2.6 nojalla (n+mn− (m− j)(n− j))-ulotteinen monisto.
Sievennetään luku
n+mn−(m−j)(n−j) = n+mn−(mn−mj−nj+j2) = −j2 +(m+n)j+n,
Tutkitaan polynomin −x2 + (m+ n)x+ n derivaattaa, kun x ≤ n. Tällöin
d
dx
(−x2 + (m+n)x+n) = −2x+ (m+n) ≥ −2x+ 3n ≥ −2n+ 3n = n > 0.
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Koska polynomin−x2+(m+n)x+n derivaatta on tutkitulla määrittelyvälillä
positiivinen, niin
−j2 + (m+ n)j + n ≤ −(n− 1)2 + (m+ n)(n− 1) + n
= mn+ 2n−m− 1 ≤ mn− 1 < mn.
Lauseen 4.20 nojalla joukko Q(Wk × Mj(m × n,R)) ⊂ M(m × n,R) on
nollamittainen jokaisella 0 ≤ j ≤ n− 1. Tällöin joukko⋃
0≤j≤n−1
Q(Wk ×Mj(m× n,R))
on nollamittaisten joukkojen äärellisenä yhdisteenä nollamittainen ja sen
komplementti on tiheä. Voidaan siis valita sellainen matriisi
A ∈ M(m × n,R), joka ei kuulu yllä olevaan joukoon, ja jonka normi on
pienempi kuin δ.
Asetetaan lopuksi, että f(x) = limk→∞ fk(x). Näytetään vielä, että tämä
todellakin on etsitty kuvaus. Olkoon x ∈ M . Koska moniston M peite
(Wk)k∈N oletettiin lokaalisti äärelliseksi, niin pisteellä x on sellainen ym-
päristö G, joka kohtaa vain äärellisen monta perheen (Wk)k∈N ympäristöä.
Olkoon N(x) näistä ympäristöistä suurimman indeksin omaavan joukon in-
deksi. Jos k ≥ N(x) + 1, niin y /∈ Wk, kun y ∈ G, jolloin ehdon 2 nojalla,
jokaisella i, j ∈ {k, . . . , N(x)+1} pätee fi(y) = fj(y). Siis jono (fk(y))k≥N(x)+1
on vakiojono jokaisella y ∈ G. Näin ollen f|G = fN(x)+1|G. Tämä osoittaa,
että f on hyvin määritelty ja sileä, sillä fN(x)+1 on sileä joukossa G. Todis-




Ui ja Ui ⊂Wi.
Koska kokoelma (Ui)i∈N on moniston M peite, niin x ∈ Ui jollain i ∈ N.
Luvun N(x) valinnan johdosta x ei voi kuulua sellaiseen joukkoon Uk, jossa
k ≥ N(x)+2. Jolloin joukkoMN(x)+1 sisältää pisteen x. Tämä osoittaa, että
kuvaus f immersio, sillä fN(x)+1 on immersio joukossa MN(x)+1. Myös ehto
sup
x∈M
|f(x)− f(x)| ≤ ,
toteutuu, sillä jokainen kuvaus fk toteuttaa ehdon 1.

Lause 4.24. (Whitneyn immersiolause)
Jokaisella sileällä n-monistolla M on olemassa sileä immersio f : M → R2n.
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Todistus Tämä tulos seuraa suoraan edellisestä Lauseesta 4.23, sillä esi-
merkiksi vakiokuvaus 0 : M → R2n, 0(m) = 0 on sileä.

Lause 4.25. Olkoot M n-ulotteinen sileä monisto, m ≥ 2n+ 1 ja
f : M → Rm sileä immersio. Tällöin jokaisella  > 0 on olemassa sellainen
sileä injektiivinen immersio f : M → Rm, että
sup
x∈M
|f(x)− f(x)| ≤ .
Todistus Koska kuvaus f on immersio, niin Lemman 2.47 nojalla jokaisel-
la moniston M pisteellä p on olemassa sellainen ympäristö Up, johon ra-
joitettuna kuvaus f on injektio. Tällöin näiden ympäristöjen kokoelma U
on moniston M avoin peite. Lauseen 2.63 nojalla peitteellä U on olemas-
sa numeroituva hienonnus (Wi)i∈N, jolle pätevät seuraavat ehdot. Kokoelma
(Wi, φi)i∈N on sellainen atlas, että φi : Wi → B(0, 3) on homeomorﬁsmi
jokaisella i ∈ N, karttaympäristöjen joukko (Wi)i∈N on lokaalisti äärellinen
ja kokoelma {Ui = φ−1i B(0, 1) : i ∈ N} peittää moniston M .
Olkoon ϕi : M → R töyssyfunktio, jonka kantaja suppϕi sisältyy avoimeen
joukkoon Wi, ja ϕi saa arvon 1 jokaisessa suljetun joukon Ui pisteessä.




Ui ja M0 = ∅.
Tälläkin kertaa tavoitteena on muokata kuvausta f jokaisessa joukossa Wi
vuorollaan, jotta lopputuloksena saataisiin haluttu kuvaus.
Olkoot  > 0 ja k ∈ N. Asetetaan f0 = f ja oletetaan, että jokaisella
i ∈ {0, . . . , k− 1} on määritely sileä kuvaus fi : M → Rm, jolla on voimassa
seuraavat viisi ehtoa.
1. supx∈M |f(x)− fi(x)| < 
2. Jokaisella i ≥ 1 pätee fi(x) = fi−1(x), jos x ∈M\Wi.
3. Kuvaus fi on immersio.
4. Kuvaus fi on injektio joukossa Mi.
5. Kuvaus fi on injektio joukossa Wj jokaisella j ∈ N.
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Asetetaan sileä kuvaus fk : M → Rm seuraavasti
fk(x) = fk−1(x) + ϕ(x)b, jossa b ∈ Rm.
Kuten edellisessäkin lauseessa on nytkin tavoitteena löytää sopiva vektori
b. Samantyyppisellä argumentilla kuin edellisessä lauseessa voidaan näyt-
tää, että aina löydetään sellainen luku δ > 0, jolle pätee seuraava väite. Jos
b ∈ Rm on sellainen vektori, jolla on voimassa |b| < δ, niin funktio fk toteut-
taa ehdon 1.
Koska funktio fk eroaa funktiosta fk−1 ainoastaan joukossa suppϕk ⊂ Wk,
niin riittää osoittaa, että Txfk on injektio jokaisella x ∈ suppϕk, sillä induktio-
oletuksen nojalla kuvaus fk−1 on immersio. Koska kuvaus fk on saman tyyp-
pinen, kuin edellisen lauseen kuvaus fA niin analogisen päättelyn avulla
voidaan osoittaa, että tarvittaessa pienentämällä lukua δ löydetään sellainen
vektori b, että fk on immersiivinen kuvauksen ϕk kantajassa. Luvun δ valin-
nan johdosta kuvaus fk toteuttaa ominaisuudet 1, 2 ja 3.
Osoitetaan seuraavaksi, että kuvaus fk on injektio joukossa Mk. Olkoot
x, y ∈M sellaisia, että fk(x) = fk(y). Tällöin pätee, että
fk−1(x) + ϕk(x)b = fk−1(y) + ϕk(y)b.
Nyt täsmälleen toinen seuraavista tapauksista on voimassa
(I) ϕk(x) 6= ϕk(y) jolloin b = −fk−1(x)−fk−1(y)ϕk(x)−ϕk(y)
tai
(II) ϕk(x) = ϕk(y) jolloin fk−1(x) = fk−1(y).
Koska töyssyfunktio ϕk : M → R on jatkuva, niin kuvaus
E : M ×M → R, E(x, y) = ϕk(x)− ϕk(y)
on jatkuva. Tällöin joukko U := {(x, y) ∈M×M : ϕk(x) 6= ϕk(y)} on nollan
alkukuvan komplementtina avoin. Määritellään sileä kuvaus R : U → Rm
kaavalla
R(x, y) = −fk−1(x)− fk−1(y)
ϕk(x)− ϕk(y) .
Esimerkkien 2.6 ja 2.7 nojalla
dimU = dim(M ×M) = 2n < 2n+ 1 ≤ m,
jolloin Lauseen 4.20 mukaan R(U) ⊂ Rm on nollamittainen. Tällöin on ole-
massa vektori c ∈ Rm, jonka normi on pienempi kuin δ ja se ei ole joukossa
R(U).
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Tästä eteenpäin funktion fk määrittelyssä oleva vektori b oletetaan olevan
edellisessä päättelyssä löydetty vektori c. Nyt tapaus (I) ei voi olla voimassa.
Näin ollen tapaus (II) on voimassa, jolloin fk−1(x) = fk−1(y).
Kun x, y ∈Mk, niin joudutaan tarkastelemaan kahta alitapausta.
Jos ϕk(x) = ϕk(y) = 0, niin {x, y}∩Uk = ∅. Tällöin joukonMk määritelmän
nojalla pätee
{x, y} ⊂Mk\Uk ⊂Mk−1.
Induktio-oletuksen ja ehdon 4 mukaan fk−1 on injektio joukossa Mk−1, jol-
loin x = y.
Jos ϕ(x) = ϕ(y) > 0, niin tällöin pari {x, y} sisältyy kuvauksen ϕk kanta-
jaan. Koska suppϕk ⊂Wk, niin induktio-oletuksen ja ehdon 5. nojalla x = y.
Siten on osoitettu, että ehto 4 on voimassa kuvaukselle fk.
Olkoot i ∈ N sekä x, y ∈Wi. Koska tapaus (II) on edelleen voimassa,
niin fk−1(x) = fk−1(y), jolloin induktio-oletuksen ja ehdon 5 nojalla x = y.
Asetetaan vielä lopuksi f(x) = limk→∞ fk(x). Peitteen (Wi)i∈N lokaalin
äärellisyyden ja ehdon 2 nojalla kuvaus f on hyvin määritelty ja sileä kuten
edellisen lauseen yhteydessä osoitettiin. Samoin nähdään myös sen immersii-
visyys.
Olkoot x, y ∈M, x 6= y. Koska perhe (Ui)i∈N on moniston M peite, niin on
olemassa sellainen luku k ∈ N, että {x, y} ⊂ Mk. Kuten edellisen lauseen
todistuksessa pääteltiin, niin myös nyt on olemassa sellaiset luvut N(x)
ja N(y), että jonot (fj(x))j>N(x), (fj(y))j>N(y) ovat vakiojonoja. Olkoon
K = max{k,N(x), N(y)}. Tällöin pätee Mk ⊂ MK , f(x) = fK(x) sekä
f(y) = fK(y). Koska ehdon 4 nojalla kuvaus fK on injektio joukossa MK ,
niin tällöin f(x) 6= f(y). Tämä osoittaa, että f on injektio.

4.4 Whitneyn upotuslause
Aloitetaan työn viimeinen kappale tutustumalla vahvoihin kuvauksiin. Nii-
den avulla rakennetaan edellisen kappaleen approksimointitulosten kanssa
päätuloksen todistamiseen tarvittava sileä upotus. Tavoitteena on lähteä liik-
keelle Lemmassa 4.8 löydetystä tyhjennysfunktiosta ja muokata tästä sopiva
kuvaus.
Määritelmä 4.26. Olkoot X,Y topologisia avaruuksia. Kuvausta
f : X → Y kutsutaan vahvaksi, mikäli jokaisen kompaktin joukon
K ⊂ Y alkukuva f−1K ⊂ X on kompakti.
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Lemma 4.27. Olkoot M,N topologisia monistoja ja f : M → N jatkuva ja
vahva. Tällöin kuvaus f on suljettu.
Todistus Olkoon F ⊂ N suljettu. Tavoitteena on osoittaa, että
f(F ) = f(F ). Olkoon y ∈ f(F ). Koska monistot ovat N2-avaruuksina N1-
avaruuksia, niin kirjan [5] Lauseen 12.8 nojalla on olemassa jono
(yi)
∞
i=1 ⊂ f(F ), joka suppenee pisteeseen y. Koska jono (yi)∞i=1 sisältyy
joukon F kuvaan kuvauksen f suhteen, niin on olemassa sellainen jono
(xi)
∞
i=1 ⊂ F , jolle pätee f(xi) = yi kaikilla i ∈ N.
Koska monistolla N on prekompakteista avoimista joukoista koostuva kanta,
niin on olemassa jokin tämän kannan joukko U , johon piste y kuuluu. Tällöin
on olemassa luku k ∈ N, että jono (yi)∞i=k sisältyy joukkoon U . Oletuksen
nojalla kuvaus f on vahva, jolloin f−1U on kompakti. Koska F on suljettu
ja M on T2-avaruus, niin F ∩ f−1U on kompakti ja sisältää jonon (xi)∞i=k.





i=k joukossa F ∩ f−1U . Olkoon x = limi→∞ x′i jolloin x ∈ F ,
koska F on suljettu.
Kirjan [5] Lauseen 12.10 nojalla limi→∞ f(x′i) = f(x), sillä kuvaus f on
jatkuva. Koska jono (f(x′i))
∞
i=k on jonon (yi)
∞
i=1 osajono, niin täytyy olla,
että f(x) = y, sillä monistot ovat Hausdorﬃn avaruuksia. Tämä osoittaa,
että y ∈ f(F ), mikä todistaa väitteen.

Lemma 4.28. Olkoot M,N sileitä monistoja ja f : M → N injektiivinen
immersio. Tällöin f on sileä upotus, jos se on vahva.
Todistus Olkoon f : M → N vahva, injektiivinen immersio. Koska immer-
siot ovat sileitä kuvauksia ja sileät kuvaukset ovat jatkuvia, niin edellisen
lemman nojalla f on suljettu kuvaus. Jos F ⊂M on suljettu, niin f(F ) ⊂ N
on suljettu, jolloin kaavan f(F ) = f(M)∩ f(F ) nojalla f(F ) on suljettu ali-
avaruuden F (M) relatiivitopologiassa. Tällöin kirjan [5] Lauseen 5.16 nojalla
f on topologinen upotus. Oletuksen nojalla f on immersio, jolloin se on sileä
upotus.

Lause 4.29. (Whitneyn upotuslause)
Jokaisella n-ulotteisella sileällä monistolla on olemassa vahva sileä upotus
euklidiseen avaruuteen R2n+1.
Todistus Olkoon M n-ulotteinen sileä monisto. Edellisen lemman nojalla
injektiivinen immersio, joka on lisäksi vahva, on sileä upotus. Tavoitteena on
lähteä liikkeelle jostakin sileästä ja vahvasta kuvauksesta ja approksimoida
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tätä Lauseiden 4.23 ja 4.25 esittämällä tavalla.
Olkoon f : M → R sileä tyhjennysfunktio, jonka olemassaolo osoitettiin
Lemmassa 4.8. Määritellään kuvaus F1 : M → R2n+1 kaavalla
F1(x) = (f(x), 0, . . . , 0).
Koska F1 = i ◦ f , jossa i : R→ R2n+1 on kanoninen injektio, niin kuvaus F1
on kuvauksen f sileyden nojalla sileä.
Jos K ⊂ R2n+1 on kompakti, niin se on suljettu ja sisältyy johonkin suljet-
tuun joukkoon Tr = {(x1, . . . , x2n+1) : x1 ≤ r}. Tällöin F−11 K on suljettu,
sillä F1 on jatkuva. Tutkitaan, millainen joukko F
−1
1 Tr oikeasti on
F−11 Tr = (i ◦ f)−1Tr = f−1(i−1(Tr)) = f−1]−∞, r] = {x ∈M : f(x) ≤ r}.
Koska f on tyhjennysfunktio, niin F−11 Tr on kompakti. Tämä joukko sisältää
alkukuvan F−11 K, jolloin F
−1
1 K on kompakti, sillä monisto M on Hausdorf-
ﬁn avaruus. Siis kuvaus F1 on vahva.
Lauseiden 4.23 ja 4.25 mukaan on olemassa immersio F2 : M → R2n+1
ja injektiivinen immersio F3 : M → R2n+1 sellaiset, että
sup
x∈M
|F1(x)− F2(x)| ≤ 1 ja sup
x∈M
|F2(x)− F3(x)| ≤ 1.
Olkoon K ⊂ R2n+1 kompakti. Tällöin K sisältyy johonkin suljettuun kuu-
laan B(0, R). Jos F3(p) ∈ K, niin pätee, että
|F1(p)| ≤ |F1(p)− F2(p)|+ |F2(p)− F3(p)|+ |F3(p)| ≤ 2 +R.
Siis on voimassa seuraava väite. Jos p ∈ F−13 K, niin F1(p) ∈ B(0, 2 +R).
Jolloin pätee, että
F−13 K ⊂ F−11 B(0, 2 +R).
Koska F1 on vahva ja F3 on jatkuva, niin F
−1
3 K on suljettu joukko kompak-
tissa joukossa F−11 B(0, 2 +R). Tällöin F
−1
3 K on kompakti, mikä osoittaa,
että kuvaus F3 on vahva. Siis kuvaus F3 on etsitty vahva sileä upotus.

Esitellään seuraavaksi tulos, joka seuraa helposti Whitneyn upotuslauseesta.
Lause 4.30. Jokainen sileä n-ulotteinen monisto on diﬀeomorﬁnen euklidi-
sen avaruuden R2n+1 suljetun alimoniston kanssa.
Todistus Whitneyn upotuslauseen nojalla sileä n-monistoM voidaan upot-
taa sileästi avaruuteen R2n+1 kuvauksella F : M → R2n+1. Toisaalta Lauseen
2.51 nojalla F (M) ⊂ R2n+1 on sileä n-ulotteinen alimonisto. Kuvajoukko
F (M) on lisäksi suljettu, sillä Whitneyn upotuslauseen upotus on vahva ku-
vaus ja Lemman 4.27 nojalla se on suljettu. Koska monistot M ja F (M)
ovat samanulotteisia ja kuvaus F on bijektiivinen immersio, niin Lauseen
2.50 nojalla monistot M ja N ovat diﬀeomorﬁsia. 
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4.5 Jälkipuhe
Whitneyn upotuslause kertoo sen, etteivät sileät monistot pelkästään paikalli-
sesti näytä euklidisilta avaruuksilta, vaan ne jopa ovat niiden osajoukkoja.
Jos ne kerran ovat osia euklidisissa avaruuksista, niin herää kysymys siitä,
mitä muita ominaisuuksia ne jakavat näiden kanssa.
Analyysistä on tuttua, että diﬀerentioituvien kuvausten joukko jatkuvien
ja rajoitettujen kuvausten vektoriavaruudessa on tiheä. Tästä seuraa, että
jokaista jatkuvaa kuvausta euklidisten avaruuksien välillä voidaan approksi-
moida tasaisesti diﬀerentioituvilla funktioilla.
Tämä ominaisuus on voimassa myös sileiden monistojen välisillä jatkuvil-
la kuvauksilla. Se osoitetaan niin kutsutuissa Whitneyn approksimointilau-
seissa. Muotoillaan nämä lauseet ilman todistusta.
Lause 4.31. (Whitneyn approksimointilause)
Olkoot M sileä monisto sekä f : M → Rk ja σ : M →]0,∞[ jatkuvia kuvauk-
sia. Tällöin on olemassa sellainen sileä kuvaus F : M → Rk, että
|f(x)− F (x)| < σ(x), jokaisella x ∈M.
Lause 4.32. (Whitneyn approksimointilause sileiden monistojen välil-
lä)
Olkoot M ja N sileitä monistoja sekä, f : M → N jatkuva kuvaus. Tällöin
kuvaus f on homotooppinen jonkin sileän kuvauksen F : M → N kanssa.
Jos kuvaus f on lisäksi sileä jossain suljetussa joukossa A ⊂ M , niin on
olemassa sellainen sileä kuvaus F : M → N , että
f ∼ F rel A.
Näistä ensimmäinen voitaisiin todistaa suoraan tässä työssä esitetyn kalus-
ton avulla. Se ei itse asiassa edes vaadi Whitneyn upotuslausetta. Jälkim-
mäisen lauseen todistuksessa tärkeässä osassa ovat niin sanotut putkiym-
päristöt, jollainen euklidisen avaruuden jokaiselta sileältä alimonistolta löy-
tyy. Putkiympäristöjen määrittelemiseksi tarvitaan jonkin verran lisää teo-
riaa, muun muassa normaalikimppu ja sektiot.
Yllä olevien teorioiden lisäksi sileillä monistoille voidaan määritellä paljon
muitakin tuttuja operaatioita, kuten sileiden kuvausten integrointi. Tämä ja
muut eksoottisemmat sovellukset ovat kuitenkin jo aivan toinen tarina.
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